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1 Introduction

次のように記号を定めておく。

x = (x1, · · · , xn), ∂ = (∂1, · · · , ∂n), s = (s)

D[s] =





∑

k∈N,β∈Nn

ak,β(x)sk∂β | ak,β(x) ∈ C[x]





C[x]〈x〉 =
{

f(x)
g(x)

| f(x), g(x) ∈ C[x], g(0) 6= 0
}

Dalg[s] =





∑

k∈N,β∈Nn

ak,β(x)sk∂β | ak,β(x) ∈ C[x]〈x〉





D̂[s] =





∑

k∈N,β∈Nn

ak,β(x)sk∂β | ak,β(x) ∈ C[[x]]





多項式 f ∈ C[x] について、f の global b 関数と、f の原点での local b 関数の定義と性質を簡単に

説明する。

f の global b 関数とは、Pfs+1 = b̃(s)fs となる微分作用素 P ∈ D[s] が存在する、最小次数で
monic な s の多項式 b̃(s) ∈ C[s] のことである。

f の原点での local b 関数とは、Pfs+1 = b(s)fs となる微分作用素 P ∈ Dalg[s] が存在する、最小
次数で monic な s の多項式 b(s) ∈ C[s] のことである。簡単な例を挙げる。

Example 1.1. (f = x1(x1 + x2 + 1) の b 関数)
global b 関数は、b(s) = (s + 1)2 であって、実際次のような式が成り立つ。

(−∂2
2 + ∂1∂2)fs+1 = (s + 1)2fs

local b 関数は、b(s) = s + 1 であって、次の式が成り立つ。

1
1 + 2x1 + x2

∂1f
s+1 = (s + 1)fs

b 関数は最初に佐藤幹夫により定義され、それとは独立に Bernstein によっても定義され、global b

関数の存在性が証明された ([17], [18])。
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global b 関数は local b 関数で割りきれる (D[s] ⊂ Dalg[s] だから)。このことは、あとの local b 関数

の計算アルゴリズムで用いられる。原点において f が非特異であれば、 f の原点での local b 関数は

s+1 になる (簡単な計算から)。また、b 関数の根は負の有理数であることが知られている (柏原 [19])。
多項式の b 関数を求めるアルゴリズムがいくつか知られている。多項式の global b 関数を求めるア

ルゴリズムは、(大阿久 [2], [11], [12]) 等で与えられている。また大阿久自身による、数式処理ソフト
Kan/sm1 ([21]) における、それらアルゴリズムの実装 bfunction.sm1 がある。global b 関数を求め

る効率的な方法は、(野呂 [10]) で与えられている。また野呂自身による、数式処理ソフト Risa/Asir
([22]) における、それらアルゴリズムを実装したライブラリ bfct がある。

大阿久は local b 関数を計算するアルゴリズムを与えた ([2], [11], [12], [13])。このアルゴリズムで
は、多項式環や微分作用素環におけるグレブナ基底計算が使われている。

さて、最近新たに、D 上の Mora の割り算アルゴリズムが見つけられた ([5], [6])。これは、Dalg で

の割り算を与えている。そこでその割り算アルゴリズムを用いて、今までとは別の local b 関数を計

算するアルゴリズムを得た。またそれを Risa/Asir 上に実装し、様々な計算を行った。この論文では、
そのアルゴリズムの概略を復習し、実装の詳細とその結果について述べる。アルゴリズムの数学的な

考察については [9] で述べている。

2 知られている b 関数の計算アルゴリズム

2.1 Global b 関数の計算アルゴリズム

global b 関数は次のようなアルゴリズムで計算できる ([2], [11], [12])。

Algorithm 2.1. (多項式 f の global b 関数の計算)

1. fs の D[s] における零化イデアル AnnD[s]f
s の生成元 G の計算 (すなわち、 P · fs = 0 なる微

分作用素 P ∈ D[s] 全体の計算)

2. J を G∪{f} の生成する D[s] のイデアルとして、J ∩C[s] の生成元の計算（この生成元が f の

global b 関数である）

(1.) の AnnD[s]f
s を計算するには、Dn+1 におけるグレブナ基底を用いた方法が知られている ([2],

[11], [12])。(2.) の J ∩ C[s] を計算するには、次の２つの方法がある。

2a. J の s 以外の変数を消去する項順序 < (例えば、xi, ∂i > s なる項順序) についてのグレブナ基
底を計算する。

2b. まず J のある項順序 < についてのグレブナ基底 G を計算する。NF(si, G,<) (si の G につい

ての正規形) を計算し、alNF(sl, G, <) + · · ·+ a0NF(1, G, <) = 0 となるような最小の l と未定

係数 al, · · · , a0 ∈ C を求める。この時、als
l + · · ·+ a0 が J ∩ C[s] の生成元となる。([10])

このように D[s] におけるグレブナ基底計算を使い、global b 関数を求めることができる。簡単な計

算例を示す。

Example 2.2. (global b 関数の計算)
f = x2 + y2 の global b 関数の計算について。まず、零化イデアル AnnD[s]f

s の生成系を計算した

結果は次のようになる。

{x∂x + y∂y − 2s, y∂x − x∂y}
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この生成系と f のなす D[s] のイデアル I について、 I ∩C[s] の計算を行う。グレブナ基底計算を用
いた消去法 (上記 (2a.)) を用いてこの計算を行う。x, y, ∂x, ∂y を消去するような項順序について、I

のグレブナ基底 G を計算すれば、

{−s2 − 2s− 1, (−s− 1)y, (−s− 1)x, y∂x − x∂y, x∂x + y∂y − 2s, x2 + y2,−y∂2
x − y∂2

y + 2s∂y

}

となり、 I ∩ C[s] の生成元は G ∩ C[s] =
{−s2 − 2s− 1

}
となる。結局、 global b 関数は (s + 1)2

実は、f =
∑n

i=1 x2
i の global b 関数は (s + 1)(s + n

2 ) になることが知られており、定義式左辺の微
分作用素として P =

∑n
i=1 ∂2

i がとれる。

2.2 Local b 関数の計算アルゴリズム

local b 関数を計算する大阿久のアルゴリズムについて簡単に述べる ([11], [12])。多項式環 K[x, s]
と微分作用素環 D[s], Dn+1[y] におけるグレブナ基底計算が用いられている。

Algorithm 2.3. (local b 関数計算アルゴリズム 1 [11], [12])
y をパラメータとしておく。

1. I = Dn+1[y] ·
{

t− yf, ∂i + y ∂f
∂xi

∂t(i = 1, · · · , n)
}
とおく。I に対して、y の消去順序について

のグレブナ基底で、w 斉次なもの G を計算する。ただし、重みベクトル w は次のようなもの

である。

x1 · · · xn t y ξ1 · · · ξn ∂t

0 · · · 0 −1 1 0 · · · 0 1

2. ψ(G) = {ψ(P (1)) | P (y) ∈ G} とおく。ただし、P ∈ Dn+1, ordw(P ) = m (ordw(P ) とは P の

w についての階数、すなわち P の項で w の重みづけに関して最大の値) に対して ψ(P ) とは

ψ(P )(s) = ψ(P )(t∂t) =





inw(tmP ) (m ≥ 0)

inw(∂−m
t P ) (m < 0)

で定義されるようなもの。(ただし、inw(P ) とは P の w についての主部、すなわち P におい

て w の重みづけに関して最大の部分をとってきたもの)

3. D[s] · ψ(G) に対して、∂i の消去順序についてのグレブナ基底 G1 を計算する。J = K[x, s] ·
(G1 ∩K[x, s]) とおく。

4. local b 関数 b(−s − 1) は K[[x]][s]J ∩ K[s] の monic な生成元である。また、global b 関数

b̃(−s− 1) は J ∩K[s] の monic な生成元である。あとは、K[[x]][s]J ∩K[s] の生成元の計算さ
えできればよい。

5. K[[x]][s]J ∩K[s] の生成元の計算について。J の生成元を {f1(x, s), · · · , fk(x, s)} とおく。

(a) J(0) = K[s] · {f1(0, s), · · · , fk(0, s)} の生成元 f0(s) の計算。

(b) f0(s) を Q 上で因数分解。f0(s) = g1(s)l1 · · · gd(s)ld

(c) 各 i = 1, · · · , d に対して、イデアル商 J : gi(s)l (l = li, li + 1, · · · ) を計算して、gi(s) の倍
元でない ai(x, s) を含む J : gi(s)l の内で l が最小のものをとり、それを l′i と表す。

(d) b(s) = g1(s)l′1 · · · gd(s)l′d が生成元となる。
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また、零化イデアル AnnD[s]f
s の生成元を用いて、次のようにも計算できる。

Algorithm 2.4. (local b 関数計算アルゴリズム 2 [12])

1. 零化イデアル AnnD[s]f
s D[s] の生成元と f の生成するの D[s] イデアルを J とおく。

2. J に対して ∂i の消去順序についてのグレブナ基底を G とする。J ′ = K[x, s] · (G ∩K[x, s]) と
おく。この時、local b 関数 b(s) は K[[x]][s]J ∩K[s] の monic な生成元である。この計算につ
いては、先のアルゴリズム 2.3 のものをそのまま用いればよい。

今回、計算時間の比較のためにこれらのアルゴリズムも Risa/Asir において実装した。

3 Local b 関数の計算アルゴリズムその１

D[y] における Mora の割り算アルゴリズム (Algorithm 3.5) を紹介し、それを用いた local b 関数

の計算アルゴリズム (Algorithm 3.13) を導く。

3.1 D[y] 上の Mora の割り算アルゴリズム

今まで D[s] で考えてきたが、あとの都合上、パラメータ変数を s から y にかえて、D[y] を考える。
またパラメータ変数 s はある斉次化のために用いるものとしておく。

以下の内容は、[5],[6] に書かれている微分作用素の Mora の割り算アルゴリズムの内容を少し変形
したものである。(具体的には、斉次化微分作用素上の Mora の割り算アルゴリズムであったものを普
通の微分作用素上の Mora の割り算アルゴリズムにした。また、パラメータ y がついている場合を考

えた。)
この D[y] 上の Mora の割り算アルゴリズムを用いることにより、Dalg[y] のグレブナ基底の計算を

行うことができ、D[y] の元が Dalg[y] のあるイデアルに属するかどうかの判定を行うことができる。
D[y] 上で次の単項式順序 <1 についての割り算を行いたい。

x1 · · · xn y ξ1 · · · ξn

0 · · · 0 1 1 · · · 1
−1 · · · −1 0 0 · · · 0

(適当な項順序 <′)

<1 は項順序でないので（x1, · · · , xn について局所順序である）、普通の割り算アルゴリズムでは一

般に無限回つづいてしまう場合がある。そこで用いられるのが、Mora の割り算アルゴリズムである。
このアルゴリズムでは、新たな変数 s を使って、元に (−1, 1)-斉次化を行う。<1 に付随して決まる

D[y][s] 上の項順序 <s
1 を使い、割り算を行う。最後に結果を非斉次化して（s に 1 を代入して）、<1

についての割り算の結果が得られるというものである。

最初に (−1, 1)-斉次化を定義する。これは xi の重みを −1 とし、y の重みと ξi の重みを 1 として、
重みが −1 である変数 s を各項に付けることによって全ての項を最小重みに合わすものである。

Definition 3.1. ((−1, 1)-斉次化)
P ∈ D[y] は、P =

∑
aαβγxα∂βyγ (α ∈ (Z≥0)n, β ∈ (Z≥0)n, γ ∈ Z≥0) と表される。この時、

m = min {|β| − |α|+ |γ| | aαβγ 6= 0} (ただし |v|はベクトル vの各成分の総和を表す)
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とおいて、P の (−1, 1) -斉次化 P (s) を

P (s) =
∑

aαβγxα∂βyγs−|α|+|β|+|γ|−m

と定義する。

また、P ∈ D[y][s] について、P =
∑

aαβγνxα∂βyγsν と表されているとする。aαβγν 6= 0 であるす
べての (α, β, γ, ν) について、d = −|α|+ |β|+ |γ| − |ν| が成り立つ時、P は d 次の (−1, 1)-斉次であ
るという。

<1 とある関係が成り立つような D[y][s] 上の項順序 <s
1 を次のように定義する。

Definition 3.2. (<1 に付随する項順序)
D[y][s] 上の項順序 <s

1 を次のように定める。

x1 · · · xn y s ξ1 · · · ξn

1 · · · 1 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0 1 0 1 · · · 1
−1 · · · −1 0 0 0 · · · 0

(適当な項順序 <′)

この順序は、x と s の全次数比較の次に <1 の比較を行うものである。最初に x と s の全次数比較

が来るので、うまく項順序になっている。

(−1, 1)-斉次元について、<1 の leading monomial と <s
1 の leading monomial には、次のような関

係が成り立つ。

Lemma 3.3. (<1 と <s
1 の LM)

P ∈ D[y][s] として、P は (−1, 1)-斉次元とする。この時、

LM<1(P |s=1) = (LM<s
1
(P ))|s=1

が成り立つ。

また、P, Q ∈ D[y][s] について、P, Q ともに 同じ次数の (−1, 1)-斉次元であるとする。この時、

LM<s
1
(P ) <s

1 LM<s
1
(Q) ⇔ LM<1(P |s=1) <1 LM<1(Q|s=1)

が成り立つ。

P, Q ∈ D[y][s]が (−1, 1)-斉次元であり、P が Qで簡約できる場合（即ち、LM<s
1
(P )が LM<s

1
(Q)で

割り切れる場合）を考える。すると簡約結果 Rも P と同じ次数の (−1, 1)-斉次元であり、LM<s
1
(R) <s

1

LM<s
1
(P ) が成り立つが、先の補題から、LM<1(R|s=1) <1 LM<1(P |s=1) が成り立つ。この事を利用

して、D[y] 上の Mora の割り算アルゴリズムが導かれる。

Theorem 3.4. (D[y] の Mora の割り算アルゴリズム, [5] [6])
P, P1, · · · , Pm ∈ D[y] が与えられている。この時、a(x) ∈ C[x], Q1, · · · , Qm ∈ D[y], R ∈ D[y] が存

在して、次のことが成り立つ。

a(x)P = Q1P1 + · · ·+ QmPm + R

a(0) 6= 0 (すなわち、a(x) は単元)

Qi 6= 0 ⇒ LM<1(QiPi) ≤1 LM<1(P )

R 6= 0 ⇒ LM<1(R) は LM<1(Pi) のいづれでも割り切れない

また、この a(x), Q1, · · · , Qm, R を計算するアルゴリズムは次のように与えられる。
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Algorithm 3.5. (Mora の割り算アルゴリズム, [5],[6])
MoraDivision(P, {P1, · · · , Pm} , <1)

input P, P1, · · · , Pm ∈ D[y]
output a(x) ∈ C[x], Q1, · · · , Qm, R ∈ D[y] で定理 3.4 の条件を満たす。

G ← [P (s)
1 , · · · , P

(s)
m ]

R ← P (s)

A ← 1
Q ← [0, · · · , 0] (Q は m 個の要素を持つ配列)
if (R 6= 0)

F ← {
P ′ ∈ G | ∃l ∈ Z≥0 s.t. LM<s

1
(P ′)|LM<s

1
(slR)

}

else
F ← φ

H ← []
while (F 6= φ){

P ′ ← (F の中で l が最小の元 (G の i 番目の元としておく))
if (l > 0){

G ← append (G, [R])
H ← append (H, [[A,Q]])

}
R ← (slR を P ′ で簡約した結果)
U ← (上の簡約で P ′ に掛けた単項式)
if (i ≤ m) {

Q[i] ← Q[i] + U

} else if (i > m) {
[A′, Q′] ← H[i−m]
A ← A− UA′

for (j ← 1; j ≤ m; j ← j + 1)
Q[j] ← Q[j]− UQ′[j]

}
if (s|R) {

ν ← (sk|R なる最大の k)
R ← R/sν

}
F ← {

P ′ ∈ G | ∃l ∈ Z≥0 s.t. LM<s
1
(P ′)|LM<s

1
(slR)

}

}
for (j ← 1; j ≤ m; j ← j + 1)

Q[j] ← Q[j]|s=1

R ← R|s=1

a ← A|s=1

return [a,Q, R]

このアルゴリズムで集合 G を reducer set と呼ぶ。初期状態では G =
{

P
(s)
1 , · · · , P

(s)
m

}
であるが、

sl をかけてから reduce が行われる場合には、G に余りが追加される。この部分が通常の割り算と異
なる。
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この割り算アルゴリズムの計算例を３つ挙げよう。

Example 3.6. (Mora の割り算アルゴリズム、典型的な例)
x を 1 + x で割り算することを考える。これは、別に Mora の割り算アルゴリズムを使わなくとも、

1 + x が Dalg[y] において単元であるから、

x =
1

1 + x
· (1 + x) + 0 (すなわち、(1 + x) · x = (1 + x) + 0)

となることがわかる。アルゴリズムの説明のために、Mora の割り算アルゴリズムを使った場合の計算
過程を見る。

1 + x を (−1, 1)− 斉次化すると s + x になる。Mora の割り算アルゴリズムを行った過程は、次の
ようになる。

x
s·,x−−→
s+x

−x2 −x−−→
x

0

矢印の下に書かれているのは reducer で、矢印の上に書かれているのは s をかけるかどうかと reducer
にかける微分作用素である。下線が引かれているものは reducer set G に追加された微分作用素を表
す。この各簡約過程を式で表せば、

s · x = x · (s + x)− x2

−x2 = −x · x + 0

これらの式を用いて、最終的に

(s + x) · x = x · (s + x) + 0

が得られ、この式を非斉次化して

(1 + x) · x = x · (1 + x) + 0

この場合、D[y] の Mora の割り算アルゴリズムを使わなくとも、C[x] の Mora の割り算アルゴリ
ズムでも計算できる。D[y] の Mora の割り算アルゴリズムは、C[x] の Mora の割り算アルゴリズム
を含んでいる。

Example 3.7. (Mora の割り算アルゴリズム、典型的な例、微分作用素を含む場合)
∂ を 1 + x で割り算することを考える。上の例と同様に 1 + x は Dalg[y] の単元であるから、割り
算の余りは 0 であることがわかる。

Mora の割り算アルゴリズムの計算過程を見る。1 + x を (−1, 1)− 斉次化すると s + x となる。

∂
s·,∂−−→
s+x

−x∂ − 1 −x−−→
∂

−1
s·,−1−−−→
s+x

x
−x−−→
−1

0

この簡約過程を式で表せば、

s · ∂ = ∂ · (s + x)− x∂ − 1

−x∂ − 1 = −x · ∂ − 1

s · (−1) = (−1) · (s + x) + x

x = (−x) · (−1) + 0

これらの式から、

(s + x)2 · ∂ = (s∂ + x∂ − 1) · (s + x) + 0
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よって、この結果を非斉次化して、

(1 + x)2 · ∂ = (∂ + x∂ − 1) · (1 + x) + 0

を得る。

ここまでは、簡単な手計算でもできるような例を見てきたが、Mora の割り算アルゴリズムには入
力によっては計算が非常に困難な場合がある。

Example 3.8. (Mora の割り算アルゴリズム、困難な例)
まず簡単な計算例として、P = x1x2∂1∂2 を P1 = x1∂1 + x1x2∂2, P2 = x2∂2 + x1x2∂1 で割ること

を考える。([5], [6] からの計算例)
このMoraの割り算の計算過程は次の様になる。まずそれぞれの元を斉次化して、P (s) = x1x2∂1∂2, P

(s)
1 =

sx1∂1 + x1x2∂2, P
(s)
2 = sx2∂2 + x1x2∂1

P3 = x1x2∂1∂2
s·,x2∂2−−−−→

P
(s)
1

P4 = −x1x
2
2∂

2
2 − x1x2∂2

s·,−x1x2∂2−−−−−−−→
P

(s)
2

x2
1x

2
2∂1∂2 + x2

1x2∂1
x1x2−−−→
P (s)

P5 = x2
1x2∂1

s·,−x1x2−−−−−−→
P

(s)
1

P6 = −x2
1x

2
2∂2

s·,x2
1x2−−−−→

P
(s)
2

x3
1x

2
2∂1

x1x2−−−→
P5

0

計算結果は

(1− x1x2)2P = (x2∂2 − x1x
2
2∂2 + x1x2)P1 + (−x1x2∂2 + x2

1x
2
2∂2 − x2

1x2)P2 + 0

となる。

一方、割られる元 P に適当な単元をかけて P1, P2 で割ることを考える。例えば、(1 + x1)n · P を
P1, P2 で割る時、計算時間を計測してやれば次の様になり、n が大きくなればなるほど計算が大変に

なっていく。

n 計算時間 (秒) 簡約回数

50 0.90 + 0.22 2762
100 11.9 + 1.1 10512
200 173.2 + 14.5 41012
300 823.9 + 61.1 91512

3.2 D[y] 上の Mora の割り算アルゴリズム 2(他の単項式順序について)

前の section では、<1 という単項式順序についての割り算を行うアルゴリズムを考えたが、他の単

項式順序についても同様に計算することが可能である。<1 についての Mora の割り算アルゴリズム
の計算が大変な場合に、他の単項式順序だとうまくいく場合もある。このような計算効率の向上のた

めに、他の単項式順序について Mora の割り算アルゴリズムを考えよう。
次のような単項式順序 <2、

x1 · · · xn y ξ1 · · · ξn

0 · · · 0 0 1 · · · 1
0 · · · 0 1 0 · · · 0
−1 · · · −1 0 0 · · · 0

(適当な項順序 <′)

8



について割り算を行う。<1 との違いは、y の大小のみである。<2 は ξ1, · · · ξn > y だから、ξ1, · · · , ξn

についての消去順序になっている。

この時、(−1, 1)-斉次化のやり方が、<1 と異なってくる。<1 の場合は、次の様な重みベクトル v1

について、変数 s を使って斉次化している。

x1 · · · xn y s ξ1 · · · ξn

−1 · · · −1 1 −1 1 · · · 1

<2 の場合には、次の様な重みベクトル v2 について、変数 s を使って斉次化する。

x1 · · · xn y s ξ1 · · · ξn

−1 · · · −1 0 −1 1 · · · 1

<2 に付随する D[y][s] 上の項順序 <s
2 は次のようになる。

x1 · · · xn y s ξ1 · · · ξn

1 · · · 1 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 0 1 · · · 1
0 · · · 0 1 0 0 · · · 0
−1 · · · −1 0 0 0 · · · 0

(適当な項順序 <′)

<2 についても、<1 と同じように 補題 3.3、定理 3.4 が成り立って、アルゴリズム 3.5 が適用できる。
次の単項式順序 <3

x1 · · · xn y ξ1 · · · ξn

0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 1 · · · 1
−1 · · · −1 0 0 · · · 0

(適当な項順序 <′)

についても割り算を行うことができる。(−1, 1)-斉次化の重みベクトル v3 は、

x1 · · · xn y s ξ1 · · · ξn

−1 · · · −1 0 −1 1 · · · 1

であって、<3 に付随する項順序 <s
3 は、

x1 · · · xn y s ξ1 · · · ξn

0 · · · 0 1 0 0 · · · 0
1 · · · 1 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 0 1 · · · 1
−1 · · · −1 0 0 0 · · · 0

(適当な項順序 <′)

とする。このようにすると、<3 について Mora の割り算アルゴリズムが実行できる。

3.3 D[y] 上の Mora の割り算アルゴリズムの実装と効率化

理論的な根拠はないが実験した結果から、効率化について次のような戦略が考えられる。
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• どの reducer を用いるかの選択。アルゴリズム 3.5 において、G 中から１つの reducer P ′ を選

んでいるが、それは複数の候補がある場合がある。その選択方法により計算効率が劇的に変化す

ることがある。

Example 3.9. （reducer 選択の例)

reducer の選択方法として、sugar degree が最小のものを選択する方法 (min sugar)と最大のも
のを選択する方法 (max sugar)を比較してみる。ここで sugar degree とは全次数のことである。
Buchberger algorithm において、この sugar が小さい S 多項式のペアから選んでいくと計算効
率がよいことが知られている ([20])。

P = (1 + x1)50x1x2∂1∂2 を P1 = x1∂1 + x1x2∂2, P2 = x2∂2 + x1x2∂1 で <1 について Mora の
割り算を行う。

この時、計算結果は次のようになった。

reducer 選択の方法 計算時間 (秒) 簡約回数 G の要素数
min sugar 0.20 1062 6
max sugar 99.3 + 9.9 2989 21

min sugar で計算した方が、計算結果 (P にかかる単元 A や商 Q) が項の数や係数ともに max
sugar に比べて小さくなる。

• modular 計算で代用。係数が膨れて計算が困難になる場合にこれを用いる。ただし、正確な計
算結果を返しているとはいえないので、あくまでも結果の目安として用いる。

• <1 以外の単項式順序の採用する。<1 では計算ができない場合でも、<2, <3 なら計算ができる

場合がある。勿論逆の場合もある。

3.4 Dalg[y] 上のグレブナ基底計算

D[y] の元で生成される Dalg[y], D̂[y] 上のイデアル I についてグレブナ基底を計算する方法は、次
の２つがある。

1. D[y] における Mora の割り算アルゴリズムを用いた Buchberger アルゴリズムを適用する。

2. 生成元に対して (−1, 1) 斉次化を行い、項順序 <s
1 についてグレブナ基底を求め、得られた基底

を非斉次化する。

経験的には、後者の斉次化を使った計算方法の方が速い場合が多い。また、後者で求めた基底の数が、

前者で求めた基底の数よりも大きくなる傾向がある。具体的に例を挙げる。

Example 3.10. (Mora の割り算を使ったグレブナ基底計算、斉次化を経由したグレブナ基底計算)
自明な計算例であるが、次のようなイデアル I のグレブナ基底計算を考える。

I =
{
P1 = ∂, P2 = 1 + x3

}

これは、P1 = 1 + x3 が Dalg[y] では単元であるから、I = Dalg[y] である。
Mora の割り算を用いたグレブナ基底計算では、sp<1

(P1, P2) を {P1, P2} で <1 について割った余

りは明らかに 0 だから、{P1, P2} がグレブナ基底である。
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斉次化を経由したグレブナ基底計算では、I(s) =
{

P
(s)
1 = ∂, P

(s)
2 = s3 + x3

}
について項順序 <s

1

についてグレブナ基底計算をすれば、
{

P
(s)
1 = ∂, P

(s)
2 = s3 + x3,−3x2, 6x,−6

}

なるグレブナ基底が得られる。両方とも極小グレブナ基底の形にしてやれば {1} となる。

計算時間などについては、 local b 関数の計算時間の計測とともに、再び Section 5 で取り上げる。

3.5 Local b 関数の計算

I を AnnD[s]f
s と f の生成する Dalg[s] のイデアルとする。I ∩ C[s] の生成元が local b 関数にな

る。これは Dalg[s] のイデアルの消去法の問題であるが、多項式環や微分作用素環の場合のようなグレ
ブナ基底による消去法では計算ができない。それは、local な変数 x1, · · · , xn(< 1) を消去し、global
な変数 s(> 1) を残さなければならないので、x1, · · · , xn < 1 < s となり、消去順序をつくれないこと

による。

この生成元を求めるための一つの方法を与えよう。別の方法については次の section で与える。I の
Dalg[s] のグレブナ基底を G とする。この G をもちいた Dalg[s] での割り算で、余りが 0 になるかど
うかで I に元が入るかどうかを判定することができる。local b 関数 b(s) は global b 関数 b̃(s) の約
元なので、b̃(s) の各約元について I に入るかどうか判定して、そのうちで最小次数の元が local b 関

数 b(s) になる。

Algorithm 3.11. (local b 関数の計算 （総当たり法))
Input : f ∈ C[x]

Output : f の local b 関数

H ← AnnDn[s]f
s の生成系

I ← (H ∪ {f} の生成する Dalg[s] のイデアル )
G ← I のグレブナ基底
BF ← f の global b 関数

L ← BF の約元の集合

LF ← L の元の内で G で Mora の割り算を行なって、余りが 0 のもの
return LF 内で最小次数の元

Example 3.12. ( f = x2
1(x1 + 1)3 の local b 関数の計算)

f = x2
1(x1 + 1)3 の global b 関数 b̃(s) = 1

18 (s + 1)(2s + 1)(3s + 1)(3s + 2) である。AnnD[s]f
s の生

成系は
{
g1 = 2s + 5sx1 − x1∂1 − x2

1∂
2
1

}
となる。J を Dalg[s] · {f, g1} として、J のグレブナ基底 G

は {f, g1} となる。b̃(s) の約元の内で、G で Mora の割り算を行い余りが 0 となる元は、

• 1
18 (s + 1)(2s + 1)(3s + 1)(3s + 2)

• 1
6 (s + 1)(2s + 1)(3s + 1)

• 1
6 (s + 1)(2s + 1)(3s + 2)

• 1
2 (s + 1)(2s + 1)
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だから、この中の最小次数の元は 1
2 (s+1)(2s+1)でこれが f の local b関数となる。特に、1

2 (s+1)(2s+1)
を G で割った計算結果から、

1
2
(s + 1)(2s + 1)fs =

1
2
· 1
(x1 + 1)2(5x1 + 2)3

· (4∂1 + 14x1∂1 + 10x2
1∂1 − 12− 15x1) · ∂1 · fs+1

がわかる。

ここで問題となってくるのは、global b 関数の次数が大きくなるほど約元の数も莫大になるという

ことである。しかし、実は全ての約元に対してイデアルに入るかどうかの判定をしなくてもよい。

g(s) ∈ I ∩ C[s] ⇔ ∃(g(s)の約元) ∈ I ∩ C[s]

だから、g(s) /∈ I なることが確定したら、g(s) の約元については調べる必要がないことがわかる。こ
のことを利用した方法を次に説明しよう。

global b 関数が

b̃(s) = b1(s)e1b2(s)e2 · · · bl(s)el (bi(s) = s + ai ai ∈ Q>0)

と表されるとせよ。

fi = b̃(s)/bi(s)

とおく。J のグレブナ基底 G と Mora の割り算の剰余を用いて、つぎのようにイデアル所属判定が
できたとする。

fi1(s), · · · , fim(s) ∈ I fj1 , · · · , fjl−m
/∈ I

もし、fi の内で、I に入るものがなければ、この時点で I ∩C[s]の生成元は b̃(s)と確定する。それ以外
の場合、すなわち m > 0 の場合を考える。ここで、 g(s) = gcd(fi1(s), · · · , fim(s)) とせよ。g(s) ∈ I
である。上の b̃(s) の部分を g(s) に置き換えて、同じ操作を終わるまで繰り返せばよい。これをまと
めれば、次のようになる。

Algorithm 3.13. (local-b 関数の計算 (総当たり法改良版))
localb-rr(f)

input f ∈ C[x]
output f の local b 関数

H ← AnnDn[s]f
s の生成系

I ← (H ∪ {f} の生成する Dalg[s] のイデアル )
G ← I のグレブナ基底
BF ← f の global b 関数

LF ← BF

while (true) {
LF = b1(s)e1 · · · bl(s)el (bi(s) = s + ai, ai ∈ Q>0) と表されたとする。(LF の因数分解による)
fi ← LF/bi(s) (1 ≤ i ≤ l,ただし bi(s)|LF が成り立つ iに限る)
fi が I に入るかどうかの判定を行う。
(fi を G で Mora の割り算アルゴリズムにより割って、余りが 0 かどうかで判定する。)
if (fi /∈ I(1 ≤ ∀i ≤ l))

return LF

fi1 , · · · , fim ∈ I であったとする。
LF ← gcd(fi1 , · · · , fim)
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}

Example 3.14. (f = (x− 1)3 + (y + 1)2 の local b 関数)
f = (x− 1)3 + (y + 1)2 の global b 関数は b̃(s) = (s + 1)(s + 5

6 )(s + 7
5 ) である。また、この場合 f

は原点で非特異なので、計算するまでもなく local b 関数は s + 1 とわかるのであるが、上の方法で計
算してみる。

AnnD[s]f
sの生成系は

{
g1 = −6s− 2∂x + 3∂y + 2x∂x + 3y∂y, g2 = 2∂x − 3∂y + 2y∂x + 6x∂y − 3x2∂y

}

となる。I を Dalg[s] · {f, g1, g2} として、I のグレブナ基底 G は {f, g1, g2} となる。
f

G−→ g と書くと、f を G で Mora の割り算アルゴリズムを用いて割った余りが g であることを表

すとする。

次は自明であるが、計算してみると確かに

b̃(s) = (s + 1)(s +
5
6
)(s +

7
5
) G−→ 0

b̃(s) の因子の指数を一つ下げた約元について

f1 = (s + 1)(s +
5
6
) G−→ 0

f2 = (s + 1)(s +
7
5
) G−→ 0

f3 = (s +
5
6
)(s +

7
5
) G−→ non-zero

(s + 1) = gcd(f1, f2) であり、
s + 1 G−→ 0

となって、結局 local b 関数 b(s) = s + 1 となることがわかる。

4 Local b 関数の計算アルゴリズムその2

D̂[s] における割り算定理 (Theorem 4.5)とその近似割り算アルゴリズム (Algorithm 4.6) を紹介し、
それを用いた local b 関数計算アルゴリズム (Algorithm 4.10) を導く。これらアルゴリズムの正しさ
の証明については [9] で述べている。
この Section で使う記号の説明をしておく。LE<(f) は f の先頭項の指数ベクトルを表す。Exps(f)

は f の各項の指数ベクトルを全て集めた集合を表す。Mono(A) (A = {α1, · · · , αn | αi ∈ (Z≥0)n})
は指数ベクトルの集合 A のモノイデアルを表す。すなわち、Mono(A) = ∪n

i=1(αi + (Z≥0)n) である。
微分作用素 P、重みベクトル e について、orde(P ) は P の e による階数を表す。すなわち、P の各

項について e で重み付けを行ったときの重みの最大値のことである。ine(P ) は P の e による主部を

表す。すなわち、P において e で重み付けした時の重みが最大の項を足し合わせたものである。

4.1 C[[x]] の割り算定理とその近似アルゴリズム

D̂ の近似割り算アルゴリズムを与えるために、その準備として C[[x]] の割り算である Weierstrass-
Hironaka の割り算 (WH割り算) について復習する。また C[[x]] の近似割り算アルゴリズムについて
述べる。

巾級数環についての近似割り算アルゴリズムや近似グレブナ基底については、[15] で詳しく述べら
れている。(そこでは M-reduction, M-Gröbner basis と呼ばれている。)

13



{xα} (α ∈ (Z≥0)n) 上の全順序 <r を次の行列で定義されるものとする。

x1 · · · xn

−1 · · · −1
( 適当な項順序 < )

すなわち、<r は C[x] 上の逆次数順序である。<r は項順序でないため、普通の多項式の割り算アル

ゴリズムでは割り算が有限回で終わるとは限らないことに注意する。

次の補題は、f ∈ C[[x]] を ある単項式の集合で順序 <r について割る時、商と余りが存在すること

を述べたものである。

Lemma 4.1. (単項式による完全簡約)
任意の単項式の集合

{
xα(1), · · · , xα(s)

}
(α(i) ∈ (Z≥0)n)と f ∈ C[[x]]に対して、ある q1, · · · , qs, r ∈

C[[x]] が存在して次のことが成り立つ。

f = q1x
α(1) + · · ·+ qsx

α(s) + r

qi 6= 0ならば LM<r (qix
α(i)) ≤r LM<r (f)

r 6= 0ならば Exps(r) ∩Mono({α(1), · · · , α(s)}) = φ

この補題の計算を用いることにより、次の割り算定理が得られる。

Theorem 4.2. (Weierstrass-Hironaka の割り算定理 ,[3])
f ∈ C[[x]], f 6= 0 と G = {g1, · · · , gs} ⊂ C[[x]] に対して、ある q1, · · · , qs, r ∈ C[[x]] が存在して次
の条件を満たす。

f = q1g1 + · · ·+ qsgs + r

qi 6= 0ならば LM<r (qigi) ≤r LM<r (f)

Exps(r) ∩Mono({LE<r (g1), · · · ,LE<r (gs)}) = φ

多項式環における Mora の割り算アルゴリズムによる余りは r は、先頭項のみが reducer でそれ以
上簡約できないという条件だけで、それより後の項については何もいっていない。だから Mora の割
り算アルゴリズムによる商と余りは、上の WH 割り算の商と余りの条件を満たさない。余りを完全簡
約するには、一般に無限回の計算を必要とする。そのため、ある次数で計算打ち切ることにより有限

回の計算でおさめる。ある次数までは正確な商と余りが得られるような近似割り算が得られる。

Algorithm 4.3. (WH割り算の近似)
Input f ∈ C[x], G = {g1, · · · , gs} ⊂ C[x], N ∈ Z>0

Output Q′
1, · · · , Q′s, R′, F ∈ C[x] で次を満たす。

f = Q′
1g1 + · · ·+ Q′sgs + R′ + F

Q′i 6= 0 ならば LM<r (Q′igi) ≤r LM<r (f)
Exps(R′) ∩Mono({LE<r (g1), · · · ,LE<r (gs)}) = φ

Q′i の全次数が N − |LE<r (gi)| − 1 次の項 までは正確
R′ の全次数が N − 1 次の項までは正確

WH-approximate-division(f, G)

F ← f, Q′i ← 0, R′ ← 0, β ← 0
while (F 6= 0 and |β| < N) {

[Q,R] ← mono-div(F , G) (Lemma 4.1 の操作)
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β ← max<r ({LE<r (Q1g1), · · · ,LE<r (Qsgs), LE<r (R)})
Q′i ← Q′i + Qi

R′ ← R′ + R

F ← −∑s
i=1 QiRest<r

(gi)
}
return [Q′, R′, F ]

この近似割り算アルゴリズムは、D̂ における近似割り算アルゴリズム (Algorithm 4.6) で用いら
れる。

Example 4.4. (WH 近似割り算の計算例)
f = x,G = 1 + x,N = 5 の場合 (WH-approximate-division(x, {1 + x} , 5)) の計算過程とその結果

mono-div Q R Q′ R′ F β

0 0 x 0
x = x · 1 + 0 x 0 x 0 −x · x LE(x)

−x2 = −x2 · 1 + 0 −x2 0 x− x2 0 −(−x2) · x LE(−x2)
x3 = x3 · 1 + 0 x3 0 x− x2 + x3 0 −x3 · x LE(x3)

−x4 = −x4 · 1 + 0 −x4 0 x− x2 + x3 − x4 0 −(−x4) · x LE(−x4)
x5 = x5 · 1 + 0 x5 0 x− x2 + x3 − x4 + x5 0 −x5 · x LE(x5)

結果は

x = (x− x2 + x3 − x4 + x5) · (1 + x)− x6

となる。

また、この場合の正確な WH 割り算の結果は手計算から、

x =
x

1 + x
· (1 + x) + 0

= (x− x2 + x3 − x4 + x5 − · · · ) · (1 + x) + 0

4.2 D̂[y] の割り算定理とその近似アルゴリズム

Castro は [4] において、D̂ の割り算定理を与えた。WH 割り算の場合と同様に、余りを完全簡約す
るには一般に無限回の簡約を必要とする。この節では、この割り算定理により求められる商と余りを

与えられた次数まで正確に求める近似割り算アルゴリズムを導く。y = (y) を １ 変数のパラメータと
しておく。

<1 は section 3.1 で考えた、
{
xαξβyγ

}
上の単項式順序とする。

{
xαξβyγ

}
上に新たな順序 <r を

定義する。<r は次の行列で表される。

x1 · · · xn y ξ1 · · · ξn

−1 · · · −1 −1 −1 · · · −1
( <1 で用いている項順序 <′ )

また、重みベクトル e を次のように定義する。

x1 · · · xn y ξ1 · · · ξn

0 · · · 0 1 1 · · · 1

15



ここで <r について次の事が成り立つことに注意する。|β|+ |γ| = |β′|+ |γ′| の時 (すなわち e につ

いての階数が等しい時), xαξβyγ <1 xα′ξβ′yγ′ ⇔ xαξβyγ <r xα′ξβ′yγ′ である。だから、LM<1(P ) =
LM<r (ine(P )) が成り立つ。

D[y] での割り算定理に相当するものを D̂[y] でも考える。ただし、D[y] では割り算は有限回で終了
するアルゴリズムとして与えられたが、D̂[y] では無限回の操作が必要な場合が出てくる。これは <1

が項順序でないことによる。

Theorem 4.5. (D̂[y] における割り算定理 ,[4])
P, P1, · · · , Ps ∈ D̂[y] に対して、次の条件を満すような Q1, · · · , Qs, R ∈ D̂[y] が存在する。

P = Q1P1 + · · ·+ QsPs + R (1)

Exps(R) ∩Mono({LE<1(P1), · · · , LE<1(Ps)}) = φ (2)

Qk 6= 0ならば、LM<1(QkPk) ≤ LM<1(P ) (3)

そこで、割る元、割られる元を D[y] の元として、商、余りが与えられた次数まで正確に求めること
のできる近似割り算アルゴリズムを考える。WH割り算の近似アルゴリズム (Algorithm 4.3) を用い
て、これを実現する。

Algorithm 4.6. (D̂[y] の割り算の近似, [9])
input P, P1, · · · , Ps ∈ D[y], N ∈ Z>0

output Q1, · · · , Qs, R ∈ D[y] s.t.
P = Q1P1 + · · ·+ QsPs + R

Qi 6= 0 ならば LM<1(QiPi) ≤ LM<1(P ){
α | α ∈ Exps(R), |α| < N

} ∩Mono({LE<1(P1), · · · , LE<1(Ps)}) = φ

Qi の全次数が N − |LE<1(Pi)| 次未満の部分は正確である。
R の全次数が N 次未満の部分は正確である。

D-approximate-division(P, {P1, · · · , Ps} , N)
Q1 ← 0, · · · , Qs ← 0, R ← P

m0 ← orde(R)
for (k ← 0; k ≤ m0; k ← k + 1)

Mk ← max({|LE<1(Pi)|+ 2(max(k − orde(Pi), 0) | 1 ≤ i ≤ s})
Bound ← N +

∑m0
i=0 Mi

for (k ← m0; k ≥ 0; k ← k − 1) {
r ← (R のうちの階数 k で全次数が Bound 未満の部分の全表象)
[q′i, r′] ← WH-approximate-division(r, {ine(P1), · · · , ine(Ps)} , <r, Bound)
Q′i ← (q′i の ξ を ∂ にかえたもの)
R ← R−∑

Q′
iPi

Qi ← Qi + Q′i
Bound ← Bound −Mk

}
return [Q, R]

Example 4.7. (D-approximate-division の計算例)
P = ∂2, P1 = (1 + x)∂ + x として、近似割り算アルゴリズム D-approximate-division(P, {P1} , 5)
の計算過程を見る。
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この計算の正確な結果は、

∂2 = (
1

1 + x
∂ − 1

1 + x
)((1 + x)∂ + x) +

x− 1
1 + x

であり、商は
1

1 + x
∂ − 1

1 + x
= (1− x + x2 − x3 + x4 − · · · )(∂ − 1)

となって、余りは
x− 1
1 + x

= −1 + 2x− 2x2 + 2x3 − 2x4 + 2x5 − · · ·

となることが手計算からわかる。

D-approximate-division(P, {P1} , 5) の計算過程を見よう。
R ← P, m0 ← orde(R) = 2
M0 ← 1,M1 ← 1,M2 ← 3
Bound ← 5 + (1 + 1 + 3) = 10
r ← (R の階数 2 で全次数 Bound 次未満の部分) = ξ2

[q′1, r′] ← WH-approximate-division( r, ine(P1) = (1 + x)ξ,<r,Bound)
(ξ2 = (1− x + x2 − · · ·+ x8)ξ · (1 + x)ξ +−x9ξ2 となり、q′1 = (1− x + x2 − · · ·+ x8)ξ, r′ = −x9ξ2

となる。)
Q′1 ← (1− x + x2 − · · ·+ x8)∂
R ← R−Q′1P1 = −x9∂2 − ∂ − x9∂ − 1 + x− x2 + · · ·+ x7 − x8

Bound ← 10− 3 = 7
r ← (R の階数 1 で全次数 Bound 次未満の部分) = −ξ

[q′1, r′] ← WH-approximate-division( r, ine(P1) = (1 + x)ξ,<r, Bound)
(−ξ = −(1−x+x2−x3 + · · ·+x6) · (1+x)ξ+x7ξ となり、q′1 = −(1−x+x2−x3 + · · ·+x6), r′ = x7ξ

となる。)
Q′1 ← −(1− x + x2 − x3 + · · ·+ x6)
R ← R−Q′1P1 = −x9ξ + x7ξ − x9ξ − 1 + 2x− 2x2 + 2x3 − · · ·+ 2x7 − x8

Bound ← 7− 1 = 6
r ← (R の階数 0 で全次数 Bound 次未満の部分) = −1 + 2x− 2x2 + 2x3 − 2x4 + 2x5

[q′1, r′] ← WH-approximate-division( r, ine(P1) = (1 + x)ξ,<r, Bound)
(r = 0 · (1 + x)ξ + r となり、q′1 = 0, r′ = r となる。)
Q′1 ← 0
R ← R = −x9∂2 − ∂ − x9∂ − 1 + x− x2 + · · ·+ x7 − x8

計算結果は、

∂2 =
{
(1− x + x2 + · · ·+ x8)∂ − (1− x + x2 − · · ·+ x6)

} · ((1 + x)∂ + x)+

− x9∂2 − x9∂ + x7∂ − 1 + 2x− 2x2 + 2x3 − 2x4 + · · ·+ 2x7 − x8

となり、余りの正確な部分は

−1 + 2x− 2x2 + 2x3 − 2x4

となって、確かに正しい結果と一致する。
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4.3 I ∩ C[s] の計算アルゴリズム

D̂[s] のイデアル I について、I ∩C[s] の生成元を計算する方法を考える。P を グレブナ基底 G で

割り算 (Theorem 4.5)した余りを正規形と呼び、NF(P, G, <1) で表す。
g(s) = als

l + al−1s
l−1 + · · ·+ a0 ∈ I について、次のことが成り立つ。G を I のグレブナ基底とし

ておく。global b 関数の計算の場合 (Algorithm 2.1(2a.))と同様にして、

g(s) ∈ I ⇔ NF(g(s), G,<1) = 0

⇔ alNF(sl, G, <1) + al−1NF(sl−1, G,<1) + · · ·+ a0NF(1, G, <1) = 0

だから、あらかじめ NF(si, G, <1) を計算しておき、

alNF(sl, G,<1) + al−1NF(sl−1, G, <1) + · · ·+ a0NF(1, G, <1) = 0

が成り立つような最小の l と al, · · · , a0 ∈ C を計算してやれば、I ∩C[s] の生成元 als
l + · · ·+ a0 が

得られるわけである。

しかし、今 D̂[s] で考えているので、正規形 NF(si, G, <1) は一般には無限個の項を持ち、アルゴリ
ズミックに求められない。そこで正規形の近似を導入する。

Definition 4.8. (正規形の近似)
P ∈ D̂[s] と D̂[s] のあるイデアル I のグレブナ基底 G について、アルゴリズム 4.6 の近似割り

算アルゴリズムで P を G で全次数 N − 1 次まで割ることにより得られた余り R を、P の G によ

る <1 についての N − 1 次までの正規形の近似と呼び、NF(P, G,<1, N) で表す。NF(P, G, <1) と
NF(P, G, <1, N) は、全次数が N − 1 次まで一致する。

正規形の近似を用いた I ∩ C[s] の生成元の計算法について説明する。ここで問題となるのは、

alNF(sl, G, <1, N) + al−1NF(sl−1, G,<1, N) + · · ·+ a0NF(1, G,<1, N) = 0

が成り立っても、近似であるから、即 als
l + al−1s

l−1 + · · ·+ a0 ∈ I とは言えないことである。
D[s] のある元 P が I に入るかどうかを判定するのに、Mora の割り算アルゴリズム (3.4)を用いれ
ばよい。余りが 0 なら P ∈ I であり、そうでなければ P /∈ I である。
I ∩ C[s] の生成元を計算するアルゴリズムについて述べる。準備として、次のような線形空間を考
える。

Ld,N =
{
(a0, · · · , ad) ∈ Cd+1 | adNF(sd, G,<1, N) + · · ·+ a0NF(1, G,<1, N) = 0

}

Ld =
{
(a0, · · · , ad) ∈ Cd+1 | adNF(sd, G, <1) + · · ·+ a0NF(1, G,<1) = 0

}

I の <1 についてのグレブナ基底を G として、d を十分大きな自然数 (d は I ∩C[s] の生成元の次
数以上（ただし、この次数は現時点ではわからない)であればよい。) とし、N を適当な自然数として

おく。この集合について、次のような包含関係があることに注意する。

Ld,N ⊃ Ld,N+1 ⊃ Ld,N+2 ⊃ · · · ⊃ Ld

∪ ∪ ∪ ∪
Ld−1,N ⊃ Ld−1,N+1 ⊃ Ld−1,N+2 ⊃ · · · ⊃ Ld−1

∪ ∪ ∪ ∪
...

...
...

...
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I ∩ C[s] の生成元は、 Li 6= {0} , Li−1 = {0} なる i について、Li の元 (a0, · · · , ai) からつくられ
る ais

i + · · ·+ a0 である。このような元を得るために、次のような手順で計算を行う。

Algorithm 4.9. (I ∩ C[s] の生成元の計算, [9])

1. Ld,N , Ld−1,N , · · · と見ていき、 Li,N 6= {0} , Li−1,N = {0} なる i を探す。(上の包含関係から、
Li−1 = Li−2 = · · · = {0} が確定する。)

2. (ai, · · · , a0) ∈ Li,N をとってきて、g(s) = ais
i + · · ·+ a0 なる多項式を作る。

3. g(s) を G で <1 について Mora の割り算を行い、余りを R とする。R = 0 の場合、g(s) ∈ I
となり、 (a0, · · · , ai) ∈ Li で、g(s) は確かに I ∩ C[s] の生成元になる。R 6= 0 の場合、 N を

1 増やして 1. に戻る。

N の初期値 は任意の自然数で良い。実装では、N = d + 1 をとって計算している。

この手順が有限回で終了するのは、

∃N0 ∈ N,∀n ≥ N0 s.t. Lj,n = Lj (j = 0, · · · , d)

が成り立つからである。(最長の場合でも N が N0 になれば計算は止まる。)

4.4 local b 関数の計算

Algorithm 4.10. (正規形の近似を用いた local b 関数の計算アルゴリズム, [9])
f ∈ C[x] の原点における local b 関数を計算する方法は次のようなものである。

1. Ann bD[s]f
s の生成元の H の計算

2. H と f の生成する D̂[s] のイデアルを I とおく。この時、I ∩C[s] の生成元が local b 関数 b(s)
となる。

1. の Ann bD[s]f
s の生成元は、AnnD[s]f

s の生成元をとればよい。

2. の計算については、アルゴリズム 4.9 を用いればよい。この時、local b 関数の次数は global b 関

数の次数を越えることはないから、global b 関数をあらかじめ求めておき、その次数以下で I ∩ C[s]
の生成元を探せばよい。

実際に計算例を挙げる。

Example 4.11. (f = x2(y + 1)2z2 の原点での local b 関数)
まず結果から述べると、global b 関数は (s+1)3(s+1/2)3であり、local b 関数は (s+1)2(s+1/2)2

である。

Ann bD[s]f
s の生成元 H は、

{P1 = −2s + z∂z, P2 = x∂x − z∂z, P3 = −∂y − y∂y + z∂z}

J = D̂[s] · (H ∪ {f}) の <1 についてのグレブナ基底 G は、

{f, P1, P2, P3, P4 = −z4∂2
z − 2yz4∂2

z − y2z4∂2
z − 4z3∂z − 8yz3∂z − 4y2z3∂z − 2z2 − 4yz2 − 2y2z2,

P5 = xz3∂z + 2xyz3∂z + xy2z3∂z + 2xz2 + 4xyz2 + 2xy2z2}
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d = 6, N = 7 として、NF(si, G, <1, N) (i = 0, · · · , d) を計算すれば、

NF(1, G, <1, 7) = 1

NF(s,G, <1, 7) = 1/2z∂z

NF(s2, G,<1, 7) = 1/4z2∂2
z + 1/4z∂z

NF(s3, G,<1, 7) = 1/8z3∂3
z + 3/8z2∂2

z + 1/8z∂z

NF(s4, G,<1, 7) = −3/8z3∂3
z − 31/16z2∂2

z − 31/16z∂z − 1/4

NF(s5, G,<1, 7) = 23/32z3∂3
z + 135/32z2∂2

z + 157/32z∂z + 3/4

NF(s6, G,<1, 7) = −9/8z3∂3
z − 447/64z2∂2

z − 555/64z∂z − 23/16

ここで、

Ld,N =
{
(a0, · · · , ad) ∈ Cd | adNF(sd, G, <1, N) + · · ·+ a0NF(1, G, <1, N) = 0

}

Ld =
{
(a0, · · · , ad) ∈ Cd | adNF(sd, G, <1) + · · ·+ a0NF(1, G,<1) = 0

}

とおく。上で得た正規形の近似から、L6,7, L5,7, · · · と順に計算していくと、

L6,7 ={c0(1/4, 3/2, 13/4, 3, 1, 0, 0) + c1(−3/4,−17/4,−33/4,−23/4, 0, 1, 0)

+ c2(23/16, 63/8, 231/16, 9, 0, 0, 1) | ci ∈ C}
L5,7 = {c0(1/4, 3/2, 13/4, 3, 1, 0, 0) + c1(−3/4,−17/4,−33/4,−23/4, 0, 1, 0) | ci ∈ C}
L4,7 = {c0(1/4, 3/2, 13/4, 3, 1, 0, 0) | ci ∈ C}
L3,7 = {0}

ここまでで、L3 = L2 = · · · = L0 = {0} は確定した。すなわち、local b 関数の次数は 3 より大きい
ことがわかる。(1/4, 3/2, 13/4, 3, 1, 0, 0) ∈ L4,7 から、g(s) = s4 + 3s3 + 13/4s2 + 3/2s + 1/4 が local
b 関数の候補である。この g(s) を G で <1 について Mora の割り算を行えば、余りが 0 になること
がわかる。よって、g(s) ∈ J となり、g(s) は J に含まれる s について最小次数の元であることが保

証される。g(s) は local b 関数である。

5 Timing data(local b 関数の計算アルゴリズムの比較)

f の local b 関数を計算するアルゴリズムは、次の３つの部分に分けられる。

1. Ann bD[s]f
s の生成元計算（AnnD[s]f

s の生成元の計算）

2. I = Ann bD[s]f
s + D̂[s]f のグレブナ基底計算

3. I ∩ C[s] の生成元計算

1. の計算は、大阿久による AnnD[s]f
s の生成元を計算するアルゴリズムを用いる ([12], [2] 参照)。

表では、I の部分である。
3. の計算方法は、次の２つの方法がある。

3a. 総当たり法 (Algorithm 3.13 の一部)

3b. 正規形の近似を用いた方法 (Algorithm 4.9)
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表では、(3a),(3b) はそれぞれ localb-rr (round-robin), localb-nf (normal form)の部分に対応する。
2. の計算方法は、次の２つの方法があった。(Section 3.4)

2a. D[s] における Mora の割り算アルゴリズムを用いて、Buchbergerアルゴリズムを適用

2b. ある重みについて斉次化を行い、ある項順序についてのグレブナ基底を求め、非斉次化する

この２つの計算方法のどちらを採用するかによって、計算時間がかなり違う場合がある。

まず、GB 計算に (2a.) (Mora の割り算をもちいた GB 計算) を使った場合の計算時間について。
計算には次の machine を使った。CPU : Athlon MP 1800+ (1533MHz) × 2, Memory : 3GB, OS :
FreeBSD 4.8

f I GB GB の数 localb-rr localb-nf deg locdeg

x + y2 + z2 0.00504 0.0190 5 0.00958 0.0176 1 1
x2 + y2 + z2 0.00524 0.00157 5 0.0127 0.0302 2 2
x3 + y2 + z2 0.00637 0.0298 6 0.0312 0.0760 3 3
x4 + y2 + z2 0.00631 0.0317 6 0.0711 0.153 4 4
x5 + y2 + z2 0.00624 0.0306 6 0.142 0.552 5 5
x6 + y2 + z2 0.00619 0.0291 6 0.291 1.53 + 0.322 6 6
x7 + y2 + z2 0.00610 0.0281 + 0.0170 6 0.542 + 0.198 2.77 + 1.13 7 7

x3 + xy2 + z2 0.0260 0.172 10 0.849 0.208 4 4
x4 + xy2 + z2 0.0566 0.140 10 0.446 0.819 + 0.335 6 6
x5 + xy2 + z2 0.0903 0.194 11 0.410 0.850 6 6

x3 + y4 + z2 0.00858 0.118 9 0.461 1.04 6 6
x3 + xy3 + z2 0.0110 0.236 + 0.337 11 2.68 + 0.338 2.90 + 0.680 8 8
x3 + y5 + z2 0.00979 0.123 9 5.39 + 1.02 4.23 + 0.689 9 9

つぎに、GB 計算に (2b.) (斉次化経由の GB 計算) を使ったものについて。

f I GB GB の数 localb-rr localb-nf deg locdeg

x + y2 + z2 0.00504 0.00494 11 0.0176 0.0305 + 0.0160 1 1
x2 + y2 + z2 0.00524 0.00224 5 0.0134 0.0319 2 2
x3 + y2 + z2 0.00637 0.0694 + 0.0192 26 0.0154 + 0.037 0.303 + 0.0727 3 3
x4 + y2 + z2 0.00631 1.41 + 0.27 92 1.97 + 0.653 2.93 + 0.838 4 4
x5 + y2 + z2 0.00624 7.23 + 1.51 176 8.80 + 3.80 23.1 + 5.12 5 5
x6 + y2 + z2 0.00619 33.0 + 3.25 322 35.7 + 17.3 128.3 + 26.9 6 6
x7 + y2 + z2 0.00610 137.5 + 24.1 559 124.5 + 67.07 423.1 + 134.5 7 7

x3 + xy2 + z2 0.0260 0.107 32 0.258 0.577 + 0.337 4 4
x4 + xy2 + z2 0.0566 2.29 + 0.338 138 4.22 + 1.04 7.07 + 4.86 6 6
x5 + xy2 + z2 0.0903 32.6 + 5.47 446 21.9 + 6.97 35.0 + 10.7 6 6

x3 + y4 + z2 0.00858 1.45 110 4.66 + 1.05 7.17 + 1.72 6 6
x3 + xy3 + z2 0.0110 1.09 101 7.55 + 1.71 16.4 + 2.06 8 8
x3 + y5 + z2 0.00979 18.3 + 2.82 319 39.1 + 9.27 54.4 + 12.9 9 9
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これらの例は、 Mora の割り算を用いた GB 計算の方が有利な例である。また、 GB 計算の部分だ
けでなく、その得られた基底で local b 関数を計算する部分でも速く計算ができている。斉次化による

GB 計算では、得られた基底の数が大きくなっていることが観察される。
もう少し一般の計算例で見てみる。これらの計算例は [12] を参考にした。
まずは (2a.)(Mora 割り算を用いた GB 計算) の方について。

f I GB GB の数 localb-rr localb-nf deg locdeg

x5 + x3y3 + y5 0.70 7 7
x4 + x2y2 + y4 0.0061 0.0138 4 0.0980 0.280 6 6
x3 + x2y2 + y3 0.031 0.0748 5 7 7
x3 + y3 + z3 0.0062 0.00162 5 0.0696 0.231 5 5
x6 + y4 + z3 0.0134 0.052 7 307.1 + 28.4 18 18
x3 + y2z2 0.029 0.0462 15 0.165 0.460 7 7

(x3 − y2z2)2 0.102 7.49 + 1.67 26 48.1 + 8.82 17.3 + 3.42 14 14
x5 − y2z2 0.013 0.0827 9 1.31 + 0.330 2.88 + 0.331 13 13
x5 − y2z3 0.0088 0.0265 6 14.3 + 2.67 11.0 + 2.03 17 17

x3 + y3 − 3xyz 0.019 0.473 12 0.210 0.644 5 5
x3 + y3 + z3 − 3xyz 0.013 0.140 8 0.0304 0.0.962 3 3

y(x5 − y2z2) 0.014 16.7 + 3.43 31 125.1 + 25.8 49.3 + 10.5 18 18
y(x3 − y2z2) 0.644 2.65 + 0.668 22 1.61 + 0.335 3.18 + 0.673 10 10

y((y + 1)x3 − y2z2) 0.284 11 10

次に (2b.)(斉次化経由の GB 計算) の方について。

f I GB GB の数 localb-rr localb-nf deg locdeg

x5 + x3y3 + y5 0.70 0.052 2.585 + 0.712 7 7
x4 + x2y2 + y4 0.0061 0.0019 4 0.0869 0.226 6 6
x3 + x2y2 + y3 0.031 0.018 19 0.1304 + 0.0170 7 7
x3 + y3 + z3 0.0062 0.0025 5 0.0714 + 0.0173 0.226 5 5
x6 + y4 + z3 0.0134 18 18
x3 + y2z2 0.029 0.016 21 0.257 + 0.0265 0.372 7 7

(x3 − y2z2)2 0.102 0.0932 49 45.93 + 3.621 12.7 + 3.63 14 14
x5 − y2z2 0.013 0.092 48 6.042 + 0.389 5.09 + 0.756 13 13
x5 − y2z3 0.0088 0.0028 6 13.96 + 0.933 12.6 + 4.60 17 17

x3 + y3 − 3xyz 0.019 0.020 12 0.161 + 0.0265 0.48 5 5
x3 + y3 + z3 − 3xyz 0.013 0.012 8 0.0286 0.0937 3 3

y(x5 − y2z2) 0.014 0.58 99 73.6 + 5.80 30.6 + 19.7 18 18
y(x3 − y2z2) 0.644 0.15 54 4.138 + 0.280 3.22 10 10

y((y + 1)x3 − y2z2) 0.284 3.6 + 0.14 80 441.3 + 42.82 11 10

こちらの場合は、(2a.)も (2b.) あまり大差はないが、概して (2b.) の方が速い。一般的には (2b.)
の方が速いことが経験的にわかる。
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既存の local b 関数を求めるアルゴリズムとして、多項式環におけるイデアル商を用いる方法があっ

た (Algorithm 2.3)。計算時間を比較すると次のようになった。
localb quo がイデアル商を用いる方法で、localb rr, localb nf は前の表と同じである。

f localb quo localb rr localb nf locdeg

x + y2 + z2 0.00612 0.0336 0.0416 1
x2 + y2 + z2 0.0119 0.0195 0.0370 2
x3 + y2 + z2 0.0226 0.0674 0.112 3
x4 + y2 + z2 0.0384 0.109 0.191 4
x5 + y2 + z2 0.0612 0.179 0.589 5
x6 + y2 + z2 0.129 0.326 1.89 6
x7 + y2 + z2 0.247 0.791 3.95 7

x3 + xy2 + z2 0.0767 1.05 0.406 4
x4 + xy2 + z2 0.184 0.643 1.35 6
x5 + xy2 + z2 0.247 0.791 3.95 6

x3 + y4 + z2 0.0767 1.05 0.406 7
x3 + xy3 + z2 0.184 0.643 1.35 8
x3 + y5 + z2 0.173 0.694 1.13 9

x5 + x3y3 + y5 7.06 7
x4 + x2y2 + y4 0.155 0.118 0.300 6
x3 + x2y2 + y3 0.0932 7
x3 + y3 + z3 0.112 0.0774 0.239 5
x6 + y4 + z3 23.1 336 18
x3 + y2z2 0.144 0.24 0.535 7

(x3 − y2z2)2 3.99 66.2 30.0 14
x5 − y2z2 0.817 1.72 3.31 13
x5 − y2z3 3.53 17.0 13.1 17

x3 + y3 − 3xyz 0.0946 0.702 1.14 5
x3 + y3 + z3 − 3xyz 0.0207 0.183 0.249 3

y(x5 − y2z2) 6.10 171 79.9 18
y(x3 − y2z2) 0.711 5.91 7.83 10

y((y + 1)x3 − y2z2) 10.2 10

以上の例のほどんどでは、既存のイデアル商を用いて計算する方法の方が速くなる。localb quo で
は途中から計算が多項式環 C[x, s] での計算に帰着されるのに対し、localb rr, localb nf では最後まで
D̂[s] で計算を行っていることによると思われる。しかしながら、我々の方法は全ステップにおいて局
所的な計算になっており、局所的な計算法（主に Mora の割り算アルゴリズムと D̂[s] の近似割り算）
の効率化をはかることができれば、遠い特異点に邪魔されないようなアルゴリズムが得られることを

期待している。
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6 ライブラリ localb.rr の関数の説明

6.1 使い方

ライブラリ localb.rr の使い方を説明するために、幾つかの実行例を挙げよう。まずは、 Asir を

起動し、ライブラリ localb.rr を読み込む。この時、localb.rr 関数中に ord 関数を使っているの

で、起動時に -norc オプションをつけて起動させる。このようにするのは、ord を複数回呼ぶとデー

タに不整合が生じる恐れがあるからである (詳細については、Asir のマニュアルを参照) ライブラリ
中に様々な大域変数が定義されており、後で関数の引数として使う。たとえば、VL3 は変数リスト、A3

は <1 に対応する順序を表す行列である。¶ ³
nakayama@orange2(91)=> asir -norc

This is Risa/Asir, Version 20050726 (Kobe Distribution).

Copyright (C) 1994-2000, all rights reserved, FUJITSU LABORATORIES LIMITED.

Copyright 2000-2005, Risa/Asir committers, http://www.openxm.org/.

GC 6.5 copyright 1988-2005, H-J. Boehm, A. J. Demers, Xerox, SGI, HP.

PARI 2.0.17, copyright 1989-1999, C. Batut, K. Belabas, D. Bernardi,

H. Cohen and M. Olivier.

[0] load("localb.rr");

1

[679] VL3;

[x,y,z,ss,s,dx,dy,dz,dss,ds]

[680] A3;

[ 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 ]

[ -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 ]

[ 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 ]

[ 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ]

[ 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 ]

[ 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 ]

[ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]

[ 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ]

[ 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ]

[ 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 ]

[ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]

[681]
µ ´
次に Mora の割り算アルゴリズム (Algorithm 3.5)を実行させてみよう。関数 weyl mora を用いる

ことで Mora の割り算アルゴリズムを実行する。¶ ³
[2018] weyl_mora(x*y*dx*dy,[x*dx+x*y*dy,y*dy+x*y*dx],VL2,A2S,V2);

[0,x^2*y^2-2*x*y+1,[(-x*y^2+y)*dy+x*y,(x^2*y^2-x*y)*dy-x^2*y]]
µ ´
上の例では、xy∂x∂y を {x∂x + xy∂y, y + ∂y + xy∂x} で割った時の結果を返す。あとの引数は変数リ
スト VL2、順序 <s

1 を表す行列 A2S、(-1,1)-斉次化のためのベクトル V2 である。入力するデータが

x, y の２変数であるので、VL2, A2S, V2 なる２変数用のものを使う。返ってきた結果は、余りが 0、
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左辺につく単元 1− 2xy + x2y2、商が残りのリストを表している。割り算の結果は次の通りになる。

(1−2xy +x2y2)xy∂x∂y = {(−xy2 +y)∂y +xy}(x∂x +xy∂y)+{(x2y2−xy)∂y−x2y}(y∂y +xy∂x)+0
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Dalg[s] でのグレブナ基底計算の例を挙げよう。関数 mora gr を用いることで、Mora 割り算アルゴ
リズムを使ったグレブナ基底計算を実行できる。¶ ³
[2075] J;

[x*y,-y*dy+x*dx,x*dx-ss]

[2076] mora_gr(J,VL2,A2,A2S,V2);

Count : --> criterion の適用回数

criB:0

criF:1

criM:0

[x*y,-y*dy+x*dx,x*dx-ss,y^2*dy+y]
µ ´
この結果から、{xy, y∂y + x∂x, x∂x − s} の生成する Dalg[s] のイデアルのグレブナ基底は、

{
xy,−y∂y + x∂y, x∂x − s, y2∂y + y

}

であることがわかる。また、斉次化経由のグレブナ基底計算は関数 tangentcone gr を用いて計算す

ることができる。mora gr で計算できないようなものでも tangentcone gr を用いれば計算できるこ

とがある。逆のこともある。¶ ³
[2026] J=jf(x^3+x*y+y^3);

[y^3+x*y+x^3,(y+3*x^2)*dy+(-3*y^2-x)*dx,(-y^3-x*y-x^3)*dx+(y+3*x^2)*ss,

(-9*x*y^2+2*y)*dy+(-3*y^2-9*x^2*y+x)*dx+(27*x*y-3)*ss,

(-3*y^3-2*x*y)*dy+(-3*x*y^2-x^2)*dx+(9*y^2+3*x)*ss]

0.01sec(0.008774sec)

[2027] tangentcone_gr(J, VL2, A2S, V2);

[y^3+x*y+x^3,(y+3*x^2)*dy+(-3*y^2-x)*dx,(-y^3-x*y-x^3)*dx+(y+3*x^2)*ss,

(-9*x*y^2+2*y)*dy+(-3*y^2-9*x^2*y+x)*dx+(27*x*y-3)*ss,

(-3*y^3-2*x*y)*dy+(-3*x*y^2-x^2)*dx+(9*y^2+3*x)*ss,

(-y^2-3*x^2*y)*dy+(2*y^3-x^3)*dx-y-3*x^2,

(-y^4+2*x^3*y)*dy+(-2*x*y^3+x^4)*dx-3*y^3+3*x^3,

(-6*y^3+3*x^3)*ss-6*y^3+3*x^3,-9*y^3*ss-9*y^3,

(27*x^2*y^2*ss-9*y^3)*dy+(-18*y^4+9*x^3*y)*ss*dx+(-18*y^2+27*x^2*y)*ss-27*y^2,

(9*x*y^3-18*x^4)*ss*dy+(27*x^2*y^2*ss-9*x^3)*dx+(27*x*y^2-18*x^2)*ss-27*x^2,

(-9*y^5-9*x^3*y^2)*ss+9*x*y^3,(-9*x^2*y^3-9*x^5)*ss+9*x^3*y,

(27*x*y^4+27*x^4*y)*ss-27*x^2*y^2,

(27*x^2*y^3*ss-9*y^4)*dy+(-27*y^5*ss+9*x*y^3)*dx,

(81*y^5*ss-54*x*y^3)*dy+(81*x*y^4*ss-27*x^2*y^2)*dx+

(378*y^4+135*x^3*y)*ss-216*x*y^2]

0.01sec(0.01984sec)

[2028] mora_gr(J, VL2, A2, A2S, V2);

-----> 計算がずっとつづいてしまう。
µ ´
上の例だと mora gr では、Mora の割り算部分で計算が困難なものがでてきて、計算ができない。し
かし tangentcone gr を使えば計算ができる。
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local b 関数を計算するには次のように行う。まずは総当たり法 (Algorithm 3.13)で計算してみる。
それには関数 localb rr を用いる。¶ ³
[2011] localb_rr(x*(x+1)*(y+1),VL2, A2, A2S, V2);

J :

+x+x^2+x*y+x^2*y

-ss+dy+y*dy

+dy-x*dx+2*x*dy+y*dy-x^2*dx+2*x*y*dy

Gr(J) : --> J のグレブナ基底計算 (tangentcone_gr2 を使う)

+x

-ss+dy+y*dy

+dy+y*dy+1

+y*dy^2+y^2*dy^2+2*y*dy

+y^2*ss*dy^2-dy^2+2*y*ss*dy-2*y*dy^2-2*dy

compute global-b. --> global b 関数計算 (bfct を使う)

ok : the remainder of global-b is 0.

0th challenge

Pick :ss^2+2*ss+1

length(GenL):1

ss+1-->zero --> ss+1 をグレブナ基底で Mora 割り算

InL :1,NotInL :0

1th challenge

Pick :ss+1

length(GenL):1

1-->non-zero --> 1 をグレブナ基底で Mora 割り算

InL :0,NotInL :1

ss+1

[2012]
µ ´
この結果から、x(x+1)(y+1)の local b関数は s+1であることがわかる。この関数の中では、Dalg[s]
におけるグレブナ基底計算、Mora の割り算アルゴリズム、global b 関数の計算等が行われる。
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次に正規形の近似を用いた方法 (Algorithm 4.10)で計算させてみる。それには関数 localb nf を用

いる。¶ ³
[2470] localb_nf(x*(x+1)*(y+1), VL2, A2, A2S, V2, W2, 3, 10);

J :

+x+x^2+x*y+x^2*y

-ss+dy+y*dy

+dy-x*dx+2*x*dy+y*dy-x^2*dx+2*x*y*dy

Gr(J) : <-- J のグレブナ基底

+x

-ss+dy+y*dy

+dy+y*dy+1

+y*dy^2+y^2*dy^2+2*y*dy

+y^2*ss*dy^2-dy^2+2*y*ss*dy-2*y*dy^2-2*dy

NF :

+1 <-- 1 の Gr(J) による 10 次までの正規形の近似

-1 <-- ss の Gr(J) による 10 次までの正規形の近似

+1 <-- ss^2 の Gr(J) による 10 次までの正規形の近似

-1 <-- ss^3 の Gr(J) による 10 次までの正規形の近似

sol_space(4) <-- L_{4,10} の計算

[ 0 0 0 0 ]

[ 1 1 0 0 ]

[ -1 0 1 0 ]

[ 1 0 0 1 ]

sol_space(3) <-- L_{3,10} の計算

[ 0 0 0 ]

[ 1 1 0 ]

[ -1 0 1 ]

sol_space(2) <-- L_{2,10} の計算

[ 0 0 ]

[ 1 1 ]

sol_space(1) <-- L_{1,10} の計算

[ 0 ]

BSum: <-- local b 関数の候補

ss+1

weyl_mora(BSum, G) <-- Mora の割り算をすることによる最終確認

0

ss+1

[2471]
µ ´
このようにして x(x + 1)(y + 1) の local b 関数は s + 1 であることがわかる。この関数 localb nf の

最後の引数でどの全次数まで正規形の近似を求めるかを指定し、最後より１つ前の引数は s のどの次

数まで調べるかを指定する。
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最後に大阿久の local b 関数の計算アルゴリズム (Algorithm 2.3)を実行させてみる。¶ ³
[1549] lb2(x*(x+1)*(y+1));

comp psi(I): <-- psi(I) の計算

0sec(0.006666sec)

comp local intersection <-- K[[x]][s] J \cap K[s] の計算

0.01sec(0.005521sec)

-s-1

[1550]
µ ´
結果より、s + 1 が local b 関数とわかる。x(x + 1)(y + 1) の local b 関数を計算するので、２変数用

の関数 lb2 を用いている。
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6.2 ライブラリ全体で使用する大域変数 (変数リスト、order matrix、各種のス
イッチ）

以下の変数は大域変数として localb.rr 中に定義され、関数の引数として用いられる。

• 変数リスト (VL)
ss は パラメータ、s は (−1, 1) 斉次化の元、dss, ds は ダミーである。

– 1変数の変数リスト VL1 = [x,ss,s,dx,dss,ds]

– 2変数の変数リスト VL2 = [x,y,ss,s,dx,dy,dss,ds]

– 3変数の変数リスト VL3 = [x,y,z,ss,s,dx,dy,dz,dss,ds]

• order matrix(A, B, C)
単項式順序は行列を用いて定義されている。

Dalg[s], D̂[s] 上の単項式順序として、<1 (Section 3.1)、<2, <3 (Section 3.2) を定義した。また、
それに付随する単項式順序として、<s

1 (3.2)、<s
2, <

s
3 (Section 3.2) を定義した。

A* は <1、B* は <2、C* は <3 をそれぞれ表す行列。A1 は 1変数用、A2 は 2変数用、A3 は 3
変数用。B1、B2、B3、C1、C2、C3 についても同様。

A*S は <s
1、 B*S は <s

2、C*S は <s
3 をそれぞれ表す行列。A1S は 1変数用、A2S は 2変数用、

A3S は 3変数用。B1S、B2S、B3S、C1S、C2S、C3S についても同様。

具体的に A1, A1S についてどのように定義されているを見ると、

localb.rr¶ ³
VL1 =

[ x,ss, s,dx,dss,ds]$

A1=newmat(5, 6,

[

[ 0, 1, 0, 1, 0, 0],

[-1, 0, 0, 0, 0, 0],

[ 0, 1, 0, 0, 0, 0],

[ 0, 0, 0, 1, 0, 0],

[ 1, 0, 0, 0, 0, 0]

])$

A1S=newmat(6, 6,

[

[ 1, 0, 1, 0, 0, 0],

[ 0, 1, 0, 1, 0, 0],

[-1, 0, 0, 0, 0, 0],

[ 0, 1, 0, 0, 0, 0],

[ 0, 0, 0, 1, 0, 0],

[ 1, 0, 0, 0, 0, 0]

])$
µ ´
となり、<1, <

s
1 の条件を満たしている。残りの項順序の部分は lex order になっている。
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• (−1, 1) 斉次化のための重みベクトル
V* は重みベクトル v1 (Section 3.2) を表す。
v1 とは次のような (−1, 1) 斉次化を行うためのベクトルであった。

x1 · · · xn y s ξ1 · · · ξn

−1 · · · −1 1 −1 1 · · · 1

V1 は 1変数用、V2 は 2変数用、V3は 3変数用。
VV* は重みベクトル v2 (Section 3.2) を表す。
v2 とは次のような (−1, 1) 斉次化を行うためのベクトルであった。

x1 · · · xn y s ξ1 · · · ξn

−1 · · · −1 0 −1 1 · · · 1

VV1 は 1変数用、VV2 は 2変数用、VV3は 3変数用。
V* は A*,A*S とともに使われ、VV* は B*, C*, B*S, C*S とともに用いられる。

• e 重みベクトル

W* は重みベクトル e (Section 4.5) を表す。
e とは次のような重みベクトルで、D̂[s] の近似割り算の時に用いられる。

x1 · · · xn y ξ1 · · · ξn

0 · · · 0 1 1 · · · 1

W1 は 1変数用、W2 は 2変数用、W3は 3変数用。

6.3 Mora の割り算アルゴリズムの関数

• weyl mora(P, PL, VL, Ord, Vect)

引数 : P 割られる元, PL 割る元のリスト, VL 変数リスト, Ord s を含んだ order (<s
1, <

s
2, <

s
3 なる

order), Vect (−1, 1) 斉次化のための重みベクトル

返り値 : 次を満たすような商 Q, 単元 A, 余り R のリスト

AP = Q[0]PL[0] + · · ·+ Q[N − 1]PL[N − 1] + R

Q[i] 6= 0 ⇒ LM<(Q[i]PL[i]) ≤ LM<(P )

R 6= 0 ⇒ LM<(R) は LM<(PL[i]) のいづれでも割り切れない

ただし、< は Ord に対応する s なしの orderのこと、 すなわち Ord が <s
1 ならば <1 で

あり、<s
2 ならば <2、<s

3 ならば <3 である。また、 N はリスト PL の長さを表す。

説明 : Mora の割り算アルゴリズム（Algorithm 3.4) を実行する関数である。商と余りを返す。引
数の Ord に <s

1, <
s
2, <

s
3 のいづれかを与えることにより <1, <2, <3 についての Mora の割

り算を実行する。

実行例 : P = ∂2
x + ∂x + 1 を PL = [∂x + x∂x + x] で <1 について Mora の割り算を行う。

[381] weyl_mora(dx^2+dx+1, [dx+x*dx+x], VL1, A1S, V1);

[<0>3<[0,1,3]>+(2)2<1>3]

[x,x+1,[dx]]
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P = xy∂x∂y を PL = [x + y + ∂x, y + y2 + y3] で <1 について Mora の割り算を行う。（こ
こでの x, y は x1, x2 のことで、y はパラメータでない。）

[392] weyl_mora(x*y*dx*dy, [x+y+dx, y+y^2+y^3], VL2, A2S, V2);

[<[0,2,3]>+(3)1<[1,2,3]>+(4)3<1>9<3>13<3>10]

[(3*y^2+2*y+1)*x^2+(2*y^3+y^2)*x,y^2+y+1,[(dy*y^3+dy*y^2+dy*y)*x,-dy*x^2-dy*y*x]]

• dp weyl mora(P, PL, VL, Ord, Vect)

引数 : P 割られる元（分散表現多項式）, PL 割る元のリスト（分散表現多項式のリスト）, VL 変
数リスト, Ord s を含んだ order (<s

1, <
s
2, <

s
3 なる order), Vect (−1, 1) 斉次化のための重

みベクトル

返り値 : 次を満たすような余り R

AP = Q[0]PL[0] + · · ·+ Q[N − 1]PL[N − 1] + R

Q[i] 6= 0 ⇒ LM<(Q[i]PL[i]) ≤ LM<(P )

R 6= 0 ⇒ LM<(R) は LM<(PL[i]) のいづれでも割り切れない

ただし、< は Ord に対応する s なしの orderのこと。N はリスト PL の長さを表す。

説明 : Mora の割り算アルゴリズム（Algorithm 3.4) を実行する関数である。余りのみを返す。商
の計算を必要としない分 weyl mora より計算は軽い。また与える引数、返り値ともに分散

表現多項式になっている。Dalg[y] のグレブナ基底計算の関数 mora gr から、呼び出され

るMora 割り算の関数である。

• weyl mora mod(P, PL, VL, Ord, VL, Prime)

引数 : P,PL,VL,Ord,VL は weyl mora の引数と同じ、Prime は GF ( Prime ) 上の微分作用素の
計算を意味する。

返り値 : weyl mora と同じ。

説明 : weyl mora の modular 計算版。

• dp weyl mora mod(P, PL, VL, Ord, VL, Prime)

引数 : P,PL,VL,Ord,VL は dp weyl mora の引数と同じ、Prime は GF ( Prime ) 上の微分作用素
の計算を意味する。

返り値 : dp weyl mora と同じ。ただし、係数は有限体になっていることに注意する。

説明 : dp weyl mora の modular 計算版。mora gr mod から呼び出される。

6.4 Dalg のグレブナ基底計算の関数

• mora gr(I, VL, Ord1, Ord2, Vect)

引数 : I イデアルの生成元のリスト, VL 変数リスト, Ord1 この order についてのグレブナ基底を
求める , Ord2 Ord1 に対応する s を含んだ order, Vect (−1, 1) 斉次化のための重みベク
トル

返り値 : I の order Ord1 についてのグレブナ基底

32



説明 : Buchberger アルゴリズムと Mora の割り算を用いて、 Dalg のグレブナ基底計算を行う。

実行例 : Dalg[ss] (ss はパラメータ) のイデアル J = Dalg[ss] ·
{
x2, x∂x − 2ss

}
の <2 についてのグ

レブナ基底計算

[395] J=jf(x^2);

[x^2,dx*x-2*ss]

[396] mora_gr(J, VL1, B1, B1S, VV1);

[0,1]:Rest 0 ペアの index

N:2,bits of Nf:4 S式を割り算した時の余りが non-zero

Rest:2 残りペア数

LM:(1)*<<1,1,0,0,0,0>>,2 余りの Leading monomial

[1,2]:Rest 1

N:3,bits of Nf:9

Rest:2

LM:(1)*<<0,2,0,0,0,0>>,2

[2,3]:Rest 1

[0,2]:Rest 0

Count : criterion 適用回数

criB:0

criF:0

criM:2

グレブナ基底

[x^2,dx*x-2*ss,(2*ss+2)*x,-2*dx*x-4*ss^2-2*ss-2]

• mora gr mod(I, VL, Ord1, Ord2, Vect, Prime)

引数 : I イデアルの生成元のリスト, VL 変数リスト, Ord1 この order についてのグレブナ基底を
求める, Ord2 Ord1 に対応する s を含んだ order, Vect (−1, 1) 斉次化のための重みベクト
ル, Prime GF ( Prime ) 上の計算

返り値 : I の order Ord1 についてのグレブナ基底の候補

説明 : mora gr の modular 版。Mora 割り算を modular 上で行っているので、計算結果はあくま
でもグレブナ基底の候補である。

• tangentcone gr(I, VL, Ord, Vect)

引数 : Iイデアルの生成元のリスト, VL変数リスト, Ord sを含んだ order (<s
1, <

s
2, <

s
3 なる order),

Vect (−1, 1) 斉次化のための重みベクトル

返り値 : I の Ord に対応する order(<1, <2, <3) についてのグレブナ基底

説明 : (−1, 1) 斉次化を行い、項順序 <s についてのグレブナ基底計算して非斉次化を行うことで、

< についてのグレブナ基底計算をおこなう。(斉次化を経由したグレブナ基底計算)

実行例 : {x∂x + xy∂y, y∂y + xy∂x} の <1 についてのグレブナ基底
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[2599] I=[x*dx+x*y*dy,y*dy+x*y*dx];

[x*y*dy+x*dx,y*dy+x*y*dx]

[2600] tangentcone_gr(I, VL2, A2S, V2);

[0,1]: ペアの index

N:2,bits of Nf:4 S式を割り算した余りが non-zero だった

Rest:1 残りのペア数

[0,2]:

N:3,bits of Nf:2

Rest:2

[2,3]:

N:4,bits of Nf:5

Rest:3

[0,3]:

N:5,bits of Nf:2

Rest:4

[3,5]:

N:6,bits of Nf:3

Rest:4

[1,5]:

[4,6]:

N:7,bits of Nf:6

Rest:5

[3,6]:

N:8,bits of Nf:1

Rest:8

[0,6]:

.... 同様の計算がつづく

Count : criterion 適用回数

criB:10

criF:73

criM:33

非斉次化する前のグレブナ基底の表示

+x*s*dx+x*y*dy

+y*s*dy+x*y*dx

-x^2*y*dx^2+x*y^2*dy^2-x*y*dx+x*y*dy

+x^2*y*dx-x*y^2*dy

-x*y^2*dx*dy+x*y^2*dy^2+x*y*dx+x*y*dy-y^2*dy

+x^2*y^2*dy-x*y^3*dy

.....
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グレブナ基底

[x*y*dy+x*dx,y*dy+x*y*dx,x*y^2*dy^2+x*y*dy-x^2*y*dx^2-x*y*dx,-x*y^2*dy+x^2*y*dx

, .... ]

6.5 D[y] の正規形の近似計算の関数

• whdiv(F, G, VL, Ord, N)

引数 : F 割られる元, G 割る元のリスト, VL 変数リスト, Ord order <r, N 近似の精度

返り値 : 次を満たすような商 Q, 余り R のリスト

P = Q[0]G[0] + · · ·+ Q[M − 1]G[M − 1] + R

Q[i] 6= 0 ⇒ LM<r (Q[i]G[i]) ≤ LM<r (P )

Q[i] の全次数が N − |LE<r (G[i])| − 1 次以下の部分、R の全次数が N − 1 次以下の部分は正確

ただし、M はリスト G の長さ。

説明 : Weierstrass-Hironaka の割り算の近似アルゴリズム 4.3 を実行する。d app div から呼び

出される。

実行例 : x を 1 + x で WH 割り算を実行する。近似の精度は N = 5 次未満の項まで。

[377] whdiv(x, [1+x], VL1, A1, 5);

[[ x^5-x^4+x^3-x^2+x ],-x^6,0]

これより結果は、x = (x− x2 + x3− x4 + x5)(1 + x)− x6 となる。商の正確な部分 (4 次以
下の部分) は x− x2 + x3 − x4 となり、余りの正確な部分 (4 次以下の部分) は 0 となる。

• d app div(P, G, VL, W, Ord, N)

引数 : P 割られる元, G 割る元のリスト, VL 変数リスト, W 重みベクトル e Ord order <1 N 近似の

精度

返り値 : 次を満たすような商 Q, 余り R のリスト

P = Q[0]G[0] + · · ·+ Q[M − 1]G[M − 1] + R

Q[i] 6= 0 ⇒ LM<1(Q[i]G[i]) ≤ LM<1(P )

Q[i] の全次数が N − |LE<1(G[i])| − 1 次以下の部分、 R の全次数が N − 1 次以下の部分は正確

ただし、M はリスト G の長さを表す。

説明 : D̂[y] の割り算の近似アルゴリズム 4.6 を実行する。local b 関数を計算する関数 localb nf

から呼ばれる。

実行例 : ∂2
x を (1 + x)∂x + x で割る。近似の精度は N = 5 次まで。（例 4.7)

[2607] d_app_div(dx^2,[(1+x)*dx+x],VL1,W1,A1,5);

M0 :2

M[0] :1

M[1] :1
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M[2] :3

Bound :10

[2,3,4,5,6,7,8,9,10,][1,2,3,4,5,6,7,][0,]

check--------------------- 計算結果 (商、余り)の確認

Sum :+dx^2

P :+dx^2

Monos :0

-------------------------

[[ (x^8-x^7+x^6-x^5+x^4-x^3+x^2-x+1)*dx-x^6+x^5-x^4+x^3-x^2+x-1 ],

-x^9*dx^2+(-x^9+x^7)*dx-x^8+2*x^7-2*x^6+2*x^5-2*x^4+2*x^3-2*x^2+2*x-1]

これより結果は、

∂2 =((1− x + x2 + · · ·+ x8)∂ − (1− x + x2 − · · ·+ x6)) · ((1 + x)∂ + x)+

− x9∂2 − x9∂ + x7∂ − 1 + 2x− 2x2 + 2x3 − 2x4 + · · ·+ 2x7 − x8

となり、余りの正確な部分 (余りの項で全次数が 4 次以下の部分)は

−1 + 2x− 2x2 + 2x3 − 2x4

となる。

6.6 local b 関数を計算する関数

• localb rr(F, VL, Ord1, Ord2, Vect)

引数 : F 多項式, VL 変数リスト, Ord1 order <1 or <2 or <3, Ord2 Ord1 に対応する s も含めた

order, Vect s 斉次のための重みベクトル,

返り値 : F の local b 関数

説明 : global b 関数の約元を総当たりで local b 関数を計算するアルゴリズム 3.13 を実行する。

実行例 : x2(x + 1)3 の local b 関数の計算。(例 3.12)

[2598] localb_rr(x^2*(x+1)^3, VL2, A2, A2S, V2);

J :

+x^2+3*x^3+3*x^4+x^5

+2*ss+5*x*ss-x*dx-x^2*dx

+2*ss*s^2+5*x*ss*s-x*s*dx-x^2*dx

+x^2*s^3+3*x^3*s^2+3*x^4*s+x^5

... J の生成元の表示

Gr(J) :

+2*ss+5*x*ss-x*dx-x^2*dx

+x^2+3*x^3+3*x^4+x^5

+2*x^3*dx+7*x^4*ss+3*x^4*dx+4*x^5*ss+x^5*dx
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... J のグレブナ基底の表示

compute global-b. global-b 関数の計算

ok : the remainder of global-b is 0. global-b 関数を Gr(J) で割った余り

0th challenge

Pick :18*ss^4+45*ss^3+40*ss^2+15*ss+2 global-b 関数

length(GenL):4

6*ss^3+11*ss^2+6*ss+1-->zero Gr(J) で割った余りが 0 かどうか

6*ss^3+13*ss^2+9*ss+2-->zero

9*ss^3+18*ss^2+11*ss+2-->non-zero

18*ss^3+27*ss^2+13*ss+2-->non-zero

InL :2,NotInL :2

1th challenge

Pick :2*ss^2+3*ss+1 gcd(6*ss^3+11*ss^2+6*ss+1,6*ss^3+13*ss^2+9*ss+2)の表

示

length(GenL):2

ss+1-->non-zero

2*ss+1-->non-zero

InL :0,NotInL :2

local-b 関数

2*ss^2+3*ss+1

よって x2(x + 1)3 の local b 関数が s2 + 3
2s + 1

2 であることがわかる。

• localb nf(F, VL, Ord1, Ord2, Vect, W, Deg, N)

引数 : F 多項式, VL 変数リスト, Ord1 order <1 or <2 or <3, Ord2 Ord1 に対応する s も含めた

order, Vect s 斉次のための重みベクトル, W 重みベクトル e, Deg 十分大きな数 (global b

関数の次数以上の数), N 適当な数 (例えば Deg + 1) など

返り値 : F の local b 関数

説明 : 正規形の近似を用いた local b 関数を計算するアルゴリズム 4.10 を実行する。

実行例 : x2(y + 1)2z2 の local b 関数の計算。(例 4.11)

[1991] localb_nf(x^2*(y+1)^2*z^2, VL3, A3, A3S, V3, W3, 6, 7);

0.02sec(0.07359sec)

J :

+x^2*z^2+2*x^2*y*z^2+x^2*y^2*z^2

-dy+x*dx-y*dy

-x*dx+z*dz

-2*ss+x*dx

-x*dx+z*dz
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+s*dy+y*dy-z*dz

+2*ss*s-z*dz

.... J の生成元の表示

Gr(J) :

-x*dx+z*dz

+dy+y*dy-z*dz

+2*ss-z*dz

-2*y*ss*dy+2*z*ss*dz-z*dy*dz

+x^2*z^2+2*x^2*y*z^2+x^2*y^2*z^2

.... J のグレブナ基底の表示

-------------------------

NF : s のべき乗の Gr(J) による正規形の近似の表示

+1

+1/2*z*dz

+1/4*z^2*dz^2+1/4*z*dz

+1/8*z^3*dz^3+3/8*z^2*dz^2+1/8*z*dz

-3/8*z^3*dz^3-31/16*z^2*dz^2-31/16*z*dz-1/4

+23/32*z^3*dz^3+135/32*z^2*dz^2+157/32*z*dz+3/4

-9/8*z^3*dz^3-447/64*z^2*dz^2-555/64*z*dz-23/16

sol_space(7) 線型空間 L_{6,7} の計算

[ 0 0 0 0 0 0 0 ]

[ 1/4 3/2 13/4 3 1 0 0 ]

[ -3/4 -17/4 -33/4 -23/4 0 1 0 ]

[ 23/16 63/8 231/16 9 0 0 1 ]

sol_space(6) 線型空間 L_{5,7} の計算

[ 0 0 0 0 0 0 ]

[ 1/4 3/2 13/4 3 1 0 ]

[ -3/4 -17/4 -33/4 -23/4 0 1 ]

sol_space(5) 線型空間 L_{4,7} の計算

[ 0 0 0 0 0 ]

[ 1/4 3/2 13/4 3 1 ]

sol_space(4) 線型空間 L_{3,7} の計算

[ 0 0 0 0 ]

BSum: local-b 関数の候補

ss^4+3*ss^3+13/4*ss^2+3/2*ss+1/4

[<2>18<2>20<2>25<2>30<[12,2,8]>+(20)38<19>90<19>103<2>118<2>118<2>117<2>122<2>

122<2>127<2>107<2>112<2>94<2>74<2>65<2>56<2>48<2>39<2>32<2>24<2>15<2>9]

weyl_mora(BSum, G)
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0

local-b 関数

ss^4+3*ss^3+13/4*ss^2+3/2*ss+1/4

これより、x2(y + 1)2z2 の local b 関数は s4 + 3s3 + 13
4 s2 + 3

2s + 1
4 となる。

• lb1(F), lb2(F), lb3(F)

引数 : F 多項式,

返り値 : F の local b 関数

説明 : 大阿久の local b 関数を計算するアルゴリズム (Algorithm 2.3) を使い、local b 関数を計算

する。 lb の後の数字は入力する多項式の変数の数を表す。

実行例 : x3 + y3 + xyz の local b 関数の計算。

[1549] lb3(x^3+y^3+x*y*z);

comp psi(I):

0.09sec + gc : 0.03sec(0.1837sec)

comp local intersection

0.05sec(0.06129sec)

-9*s^5-54*s^4-128*s^3-150*s^2-87*s-20

[1550]

6.7 utility

• print poly(P, VL, Ord)

引数 : P 表示したい元, VL 変数リスト, Ord order

説明 : P を Ord の順序で表示する。

実行例 : [400] print_poly(1+x^2+(x+1)^3*dx, VL1, A1);

+dx+3*dx*x+3*dx*x^2+dx*x^3+1+x^2
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