
3 単位 行列、行列の転置 (行列)

次回から教室が C506 に変更になり ます。

3.1 行列の積の復習

行列の 積について復習してみる。A が m× n 行列、B が k × ` 行列な

らば、n = k の とき に積 AB が定義でき る。AB の (i, j) 成分 (AB)ij は

(AB)ij = Ai1B1j + Ai2B2j + . . . + AinBnj

と計算する。A の 第 i 行ベクトルと B の 第 j 列ベクトルの 転置に対し

て内積をとっている。例えば
(

1 −1

1 3

)(

0 1

2 −1

)

=

(

0 − 2 1 + 1

0 + 6 1 − 3

)

=

(

−2 2

6 −2

)

とくに A が n 次元横ベクトル aで、 B が n 次元縦ベクトル b ならば、

AB=a · bT である。

こ の こ とを表わすため、行列を「行ベクトルを縦に並べたもの 」や、「列

ベクトルを横に並べたもの 」 と見る方法がある。

A =

(

a11 a12 a13

a21 a22 a23

)

B =







b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33






の とき

a1 = (a11, a12, a13), a2 = (a21, a22, a23)

および

b1 =







b11

b21

b31






, b2 =







b12

b22

b32






, b3 =







b13

b23

b33







とかくと、

AB =

(

a1 · b
T
1

a1 · b
T
2

a1 · b
T
3

a2 · b
T
1

a2 · b
T
2

a2 · b
T
3

)

となる。
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3.2 単位 行列

n × n 行列（行の 数と列の 数が同じ行列）を n 次正方行列という。そ

の 中でも特別な行列として単位 行列 En がある。

En =















1 0 0 · · · 0

0 1 0 ·

· · ·

· · 0

0 0 . . . 0 1















縦横の サイズはそれぞれ n である。成分で見ると

(En)ij =

{

1 i = j の とき ：対角 (diagonal)成分

0 i 6= j の とき ：非対角 (off-diagonal)成分

となっている。m × n行列 A に対しては

EmA = AEn = A

が成り立っている。（実数の とき の 1 の 役割）

練習 3.1 3次元の 単位行列は E3 =







1 0 0

0 1 0

0 0 1






となる。実際に A =







a b c

d e f

g h i






に対して AE3 = E3A = A を確かめてみよう。

3.3 行列の転置 (行列)

行列 A の 行と列を入れ換えたもの もまた行列になる。こ れを AT とか

き 、A の 転置行列 という。縦横を入れ換えるの で、ベクトルの とき の 記

号と同じである。

成分で見ると AT の (i, j) 成分 (AT )ij は、もとの 行列の i と j を入れ

換えた (j, i)成分 Aji になる。

m × n 行列 A の 転置行列 AT は n × m 行列になる。
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例 3.1 1. a = (a1, a2, . . . , an) の とき 、

a
T =











a1

a2

:

an











したがって、a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) の とき 、

ab
T = a1b1 + a2b2 + . . . + anbn = a · b

2. A =







1 2 3

4 5 6

7 8 9






の とき 、AT =







1 4 7

2 5 8

3 6 9







転置行列の性質

1. (AT )T = A

2. m × n 行列 A と n × ` 行列 B に対して、(AB)T = BT AT

こ れは形式的に計算する方が分かりやすい。

((AB)T )ij = (AB)ji =

n
∑

k=1

AjkBki =

n
∑

k=1

(AT )kj(B
T )ik

=
n
∑

k=1

(BT )ik(A
T )kj = (BT AT )ij

と計算すると成分毎の 等式が分かる。

練習 3.2 (第 2 章演習問題から)

[1] A =

(

2 −1

1 3

)

, B =

(

0 1

2 −1

)

とするとき 、次の 行列を求めよ。

A + B, AB, A2, ATBT

[3] 次の 計算をせ よ。







1 2 1 3

0 −1 1 0

2 1 0 2

















2 −1

−2 1

1 3

0 2











(

1 0

−1 1

)
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[8]

P =











0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0











とするとき 、P 2, P 3, P 4 を求めよ。
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