
8 連立一次方程式

未知数 x1, x2, . . . , xn に関する方程式


















a11x1 + . . . + a1nxn = c1

a21x1 + . . . + a2nxn = c2

: = :

an1x1 + . . . + annxn = cn

を解く事を考える。

A =







a11 . . . a1n

: :

an1 . . . ann






, x =







x1

:

xn






, c =







c1

:

cn







と書くと上の 方程式は Ax = c と書けるの で、|A| 6= 0 の とき 逆行列 A−1

を使って x = A−1
c となる。

8.1 クラメ ルの公式

余因子行列 Ã ( Ãij = (−1)i+j|Aij|) を使うと逆行列の 公式から x =
1

|A|
ÃT

c だったの で、

x1 =
1

|A|
(ÃT )11c1 + . . . +

1

|A|
(ÃT )1ncn

=
1

|A|

(

|A11|c1 + . . . + (−1)1+n|An1|cn

)

=
1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c1 a12 . . . a1n

c2 a22 . . . a2n

: : :

cn an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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同じようにして、i = 1, 2, . . . , n に対して

xi =
1

|A|
(ÃT )i1c1 + . . . +

1

|A|
(ÃT )incn

=
1

|A|

(

(−1)i+1|A1i|c1 + . . . + (−1)i+n|Ani|cn

)

=
1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . c1 . . . a1n

a21 . . . c2 . . . a2n

: :

an1 . . . cn . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

となる。こ の 公式をクラメ ルの 公式という

8.2 基本変形による方法

クラメルの 公式はき れいな形ではあるが、実際の 計算には向かない。計

算量が多くなりすぎるという欠点がある。そこ で、実際にはど の ように

計算するかを例によって示そう。（教科書 p.104-105 の 例も参照）

連立一次方程式










2x1 + x2 − 2x3 = 2

x1 + 2x2 − 3x3 = 1

3x1 + 2x2 + x3 = −1

を考える。こ れを行列を使って






2 1 −2

1 2 −3

3 2 1













x1

x2

x3






=







2

1

−1







とかき 、こ れを普通の 連立一次方程式を解く方法で変形する。まず、第 2

行を −2 倍したもの を第 1 行に加え、第 2 行を −3 倍したもの を第 3 行

に加えると






0 −3 4

1 2 −3

0 −4 10













x1

x2

x3






=







0

1

−4







第 1 行と第 2 行を入れ換えておく。すると






1 2 −3

0 −3 4

0 −4 10













x1

x2

x3






=







1

0

−4
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となる。次に第 2 行に −1/3 をかけて、






1 2 −3

0 1 −4/3

0 −4 10













x1

x2

x3






=







1

0

−4







第 2 行を 4 倍したもの を第 3 行に加えると






1 2 −3

0 1 −4/3

0 0 14/3













x1

x2

x3






=







1

0

−4







第 3 行を 3/14 倍して






1 2 −3

0 1 −4/3

0 0 1













x1

x2

x3






=







1

0

−6/7







こ れで x3 = −6/7 がわかったの で、こ れを第 2 行に代入して x2 を求め、

さらにこ れらを第 1 行に代入して x1 を求める事ができ るが、もう少し

変形を続けよう。

第 3 行を 4/3 倍して第 2 行に加え、第 3 行を 3 倍して第 1 行に加え

ると、






1 2 0

0 1 0

0 0 1













x1

x2

x3






=







−11/7

−8/7

−6/7







最後に第 2 行を −2 倍して第 1 行に加えて






1 0 0

0 1 0

0 0 1













x1

x2

x3






=







5/7

−8/7

−6/7







左辺は縦ベクトル






x1

x2

x3







だから、 x1 = 5/7, x2 = −8/7, x3 = −6/7 である事が分かる。

こ の 計算方法を基本変形による方法という。こ の 計算方法に慣れるま

では大変だが、一度慣れるとクラメルの 公式よりはるかに楽である。

基本変形については次節でもう一度詳しく説明する。
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練習 8.1 次の 連立一次方程式をクラメルの 公式を用いた方法と行列の 基

本変形の 方法で解け。










−x1 +x2 − x3 = a

x1 −x2 +2x3 = b

2x1 +3x3 = c

練習 8.2 次の 連立一次方程式を行列の 基本変形の 方法で解け。










4x + y − z = 3

2x + 5y − 4z = 0

3x − 2y + z = 2
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