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第3章 Brown 運動に関する確率

積分

3.1 連続時間のマルチ ンゲ ー ル

(Ω,F , P ) を確率空間とし，フィルトレーション (Ft)t≥0 が右連続性：

Ft = Ft+ := ∩u>tFu

をみたすもの とする．

定義 3.1 フィルトレーション (Ft) をもつ確率空間 (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) にお

いて，確率過程 X(t) = X(t, ω), t ≥ 0 が (Ft)-マルチ ンゲ ー ルであるとは，

(i) E
[

|X(t)|
]

< ∞, ∀t ≥ 0,

(ii) 任意の t > s ≥ 0 に対して

E
[

X(t)|Fs

]

= X(s) P − a.s. (3.1.1)

が成立する時にいう．

注意 離散時間の とき と同様に，上の 条件 (ii) は次の (ii)′ と同値である．

(ii)′ 任意の t > s ≥ 0 と任意の B ∈ Fs に対して
∫

B

X(t, ω)P (dω) =

∫

B

X(s, ω)P (dω) (3.1.2)

Brown 運動のマルチ ンゲ ー ル性

後の 便宜の ためにフィルトレーション (Ft) に関する Brown 運動を定義

する．

定義 3.2 確率空間 (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) において，確率過程 B(t) が，(Ft)-

Brown運動であるとは，
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(i) 任意の t ≥ 0 で B(t) は Ft-可測 （こ れを (Ft)-適合という）．

(ii) B(0) = 0 P − a.s.

(iii) 任意の t > s ≥ 0 に対して， B(t)−B(s) は Ft と独立で，平均 0, 分

散 t − s の Gauss 分布となる．

定理 3.1 (Ft)-Brown運動 B(t) は P − a.s. で次を満たす．0 ≤ s < t と

する．

(i) E(B(t) | Fs) = B(s), つまり B(t) は (Ft)-マルチンゲール．

(ii) E(B(t)2 − t | Fs) = B(s)2 − s,　つまり B(t)2 − t は (Ft)-マルチン

ゲール．

(iii) E
[

eB(t)− t
2 | Fs

]

= eB(s)− s
2 , つまり Mt = eB(t)− t

2 は (Ft)-マルチン

ゲール．

練習問題 3.1 マルチンゲールの 定義に従い，(Ft)-Brown 運動の 定義を用い

て定理 3.1 を証明せ よ．

3.2 階段過程の確率積分

定義 3.3 (Ω,F , P, (Ft)) に対し，(Ft)-適合な確率過程 Φ(t) が階段型とは，

自然数 n, 0 = t0 < t1 < . . . < tn < ∞ と確率変数列 ξ0, ξ1, . . . , ξn があって，

(i) 各 ξj は Ftj−1
-可測，

(ii) Φ(t) = 1{0}(t)ξ0 +
n

∑

j=1

1(tj−1,tj ](t)ξj

の 2 条件をみたすとき にいう．

階段型確率過程の 全体を L0 で表す．

定義 3.4 Φ ∈ L0 に対して連続な確率過程 I(Φ)(t) を

I(Φ)(t) =

n
∑

j=1

ξj

(

B(t ∧ tj) − B(t ∧ tj−1)
)

t ≥ 0 (3.2.3)
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によって与える．ただし，t ∧ s = min{s, t} と約束する．I(Φ)(t) を Φ の

Brown 運動による確率積分とよび，

∫ t

0

Φ(s)dB(s)

とも書く．

定理 3.2 (確率積分の性質)

(i) ((Ft)-適合性) 任意の t ∈ [0,∞) に対して I(Φ)(t) は Ft-可測

(ii) (連続性) I(Φ)(t) は t について連続 a.s.

(iii) (線形性)

I(αΦ + βΨ)(t) = αI(Φ)(t) + βI(Ψ)(t) a.s.

(iv) ( マルチンゲール性)

E
(

I(Φ)(t)
∣

∣Fs

)

= I(Φ)(s) a.s.

(v) ( 等長性)

E
(

(I(Φ)(t))2
)

= E

∫ t

0

Φ(s)2ds

さらに一般に t > v の とき ，

E
[

(I(Φ)(t))2 − E

∫ t

0

Φ(s)2ds
∣

∣Fv

]

= I(Φ)(v)2 − E

∫ v

0

Φ(s)2ds

練習問題 3.2 (Ft)-Brown 運動の 性質を用いて上の 定理 3.2 を証明せ よ．


