
練習 5.1 の解答

練習 5.1

(1) f(x) = −x4 + x2 − 1 の 極値と凹凸を調べる

f ′(x) = −4x3 + 2x = 2x(−2x2 + 1)

f ′(x) = 0 となるの は x = 0,± 1√
2
. また、

f ′′(x) = −12x2 + 2

より、こ れが 0 となるの は x = ± 1√
6
. 以上より、増減表をかくと、

x · · · − 1√
2

· · · − 1√
6

· · · 0 · · · 1√
6

· · · 1√
2

· · ·
f ′(x) + 0 − − − 0 + + + 0 −
f ′′(x) − − − 0 + + + 0 − − −
f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗ 極大 ↘
凹凸 上に凸 変曲点 下に凸 変曲点 上に凸

極大値は x = ± 1√
2
で − 3

4 をとり、極小値は x = 0 で −1 をとる。変曲点は

x = ± 1√
6
で、こ の とき の f の 値は − 31

36 となる。

グラフは省略

講評 良くでき ています。上に凸、下に凸まで注意してグラフを描くと、グ

ラフがき れいになります。

(2) f(x) = x2e−x について増減と凹凸を調べる。

f ′(x) = (2x − x2)e−x

こ れが 0 になるの は x = 0, 2. また、

f ′′(x) = (2 − 2x − (2x − x2))e−x = (x2 − 4x + 2)e−x

こ れが 0 になるの は x = 2 ±
√

2 したがって増減表は

x · · · 0 · · · 2 −
√

2 · · · 2 · · · 2 +
√

2 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 −
f ′′(x) + 0 − 0 −
f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘
凹凸 下に凸 変曲点 上に凸 変曲点 下に凸

となる。極大値は x = 2 で 4e−2 をとり、極小値は x = 0 で 0 をとる。変曲

点は x = 2 ±
√

2 で (2 ±
√

2)2e−(2±
√

2) をとる。

グラフは省略

講評 多くの 人が x → ∞ の とき 、x2e−x → 0 となるこ と、x → −∞ の と

き 、x2e−x → ∞ となるこ とをちゃんと確かめていました。知っておくと良

いですね。
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「二つの 変曲点はどちらが大き いの ですか？」

という質問がありました。うーん。鋭い質問ですね。一般にはこ の 様な問

題に答えを出すには数値を代入して確かめるしかないこ とも多いです。今は

たまたまですが、次の ように調べるこ とが出来ます。

二つの 変曲点の 値の 差をとってみましょう。

(2 +
√

2)2e−2−
√

2 − (2 −
√

2)2e−2+
√

2

とかけます。f(t) = (2 + t)2e−t − (2 − t)2et とおくと、こ の 差は e−2f(
√

2)

と表すこ とが出来ます。こ の 値の 符号を問題にします。

f ′(t) = 2(2 + t)e−t − (2 + t)2e−t −
(

−2(2− t)et + (2 − t)2et
)

= (2 + t)(2 − 2 − t)e−t − (2 − t)(−2 + 2 − t)et

= t
(

−(2 + t)e−t + (2 − t)et
)

= tet
(

2 − t − (2 + t)e−2t
)

とかいて、f ′ の 符号には tet > 0 は関係が無いの で、

g(t) = 2 − t − (2 + t)e−2t

の 符号を問題にしましょう。

g′(t) = −1− e−2t + 2(2 + t)e−2t = −1 + (3 + 2t)e−2t = e−2t(−e2t + 3 + 2t)

h(t) = −e2t + 3 + 2t とおくと、

h′(t) = −2e2t + 2 ≤ 0 (t ≥ 0)

なの で、h(t)は t ≥ 0で単調減少。h(0) = 3−1 = 2 > 0, h(3) = −2e6+9 < 0

だから、ある 0 < c < 3 があって、

0 < t < c の とき h(t) > 0, c < t の とき h(t) < 0

となっています。こ れより、g′(t) = e2th(t) についても

0 < t < c の とき g′(t) > 0, c < t の とき g′(t) < 0

g(0) = 0 だから、g は c までは 0 以上で、最大値 g(c) > 0 をとり、それか

ら先は単調に減少します。g(2) = −4e−4 < 0 だから、c < 2 であり、ある

c < d < 2 となる d で g(d) = 0 をとるこ とになります。したがって、g の 符

号は

0 < t < d の とき g(t) > 0, d < t の とき g(t) < 0

がわかります。したがって、f ′(t) = tetg(t) の 符号も

0 < t < d の とき f ′(t) > 0, d < t の とき f ′(t) < 0
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となり、f(0) = 0 だから f も最初は単調増加して正の 値をとり、d 以後単調

減少していき ます。したがって、f の 符号は、ある点を境に正から負に変わ

ります。

f(2) = 42e−2 > 0

だから、こ の こ とは f(t) > 0 が 0 < t ≤ 2 で成り立っているこ とを示してお

り、したがって、

0 < e−2f(
√

2) = (2 +
√

2)2e−2−
√

2 − (2 −
√

2)2e−2+
√

2

となるわけです。2 +
√

2 の 変曲点の 値が 2−
√

2 の 変曲点の 値より大き いこ

とが分かりました。
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