
1

第1章 離散時間確率過程

ルーレットやさいこ ろの 目の 出方，株価や競馬など、世の 中には結果が予測

でき ない現象がたくさん有る．こ れらを我々が知らないランダムなパラメー

タが含まれている時系列と考えて見るの が確率過程の 理論である．我々に分

かるの は個々の パラメータの どれが実現しているかではなく，パラメータの

選ばれる確率法則だけであると考える．

ど の パラメータが現れるかはそ の パラメータを選んだ神様だけが知って

いる．

1.1 確率空間， 確率変数， 分布， 期待値

最初に確率空間を導入する．標本空間 Ω が与えられているもの とする． Ω

としてイメージするとき はでき るだけ大き な集合（例えば森羅万象全体）を

イメージしておく方が都合がいい．しかし，数学として扱うとき には必要最

小限なもの が都合がよい．とにかく Ω が標本空間として与えられているも

の とする．

定義 1.1 ( σ-加法族 )

Ω の 部分集合からなる集合族 F が Ω の σ-加法族であるとは，

(i) Ω ∈ F ,

(ii) A ∈ F ならば Ac = {ω ∈ Ω ; ω 6∈ A} ∈ F ,

(iii) A1, A2, . . . ∈ F ならば ∪nAn ∈ F .

の ３つの 条件を F がみたすとき にいう．

例 1.1 (i) Ω が有限集合の とき ，P(Ω) = {A : A ⊂ Ω} (Ω の 部分集合の

全体) は σ 加法族である．
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(ii) Ω が実数全体 R の とき ，

C = {(−∞, a]; a ∈ R}

を含む最小の σ-加法族を R の Borel σ-加法族（または 簡単に Borel

集合族 ）といい，そ の 要素を Borel 集合と呼ぶ．開集合、閉集合は

Borel 集合である．R の Borel σ-加法族を B(R)と書くこ とにする．

練習問題 1.1 Ω = R の とき ，上の C に対して

σ(C) =
⋂

{F ; F は C を含む R の σ-加法族 }

とおくと、こ れが R の Borel σ-加法族であるこ とを証明せ よ.

標本空間の 集合（こ れを事象とよぶ．）の うち，確率を測るこ とができ る事象

の 全体が σ-加法族になっているもの と考えるこ とにより，（測度論的）確率論

がはじまる．

定義 1.2 (確率測度 )

Ω と，その σ-加法族 F が与えられているとき ，F 上の 実数値関数 P が，

(i) P (Ω) = 1,

(ii) 任意の A ∈ F に対して，0 ≤ P (A) ≤ 1.

(iii) A1, A2, . . . ∈ F が，n 6= m の とき An ∩Am = ∅ を常に満たすならば，

P (

∞
⋃

n=1

An) =

∞
∑

n=1

P (An) (σ-加法性)

の ３つの 条件を満たすとき ，F 上の 確率測度という．

組 (Ω,F , P ) を確率空間という．

練習問題 1.2 {An}n≥1 が単調増加の とき ，つまり任意の n に対して An ⊂

An+1 の とき

lim
n→∞

P (An) = P

(

∞
⋃

n=1

An

)

.
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また {An}n≥1 が単調減少の とき ，つまり任意の n に対して An ⊃ An+1 と

なるとき ，

lim
n→∞

P (An) = P

(

∞
⋂

n=1

An

)

となるこ とを証明せ よ．

定義 1.3 (確率変数)

写像 X : Ω → R が，任意の 1 次元ボレル集合 B ∈ B(R) に対して

X−1(B) = {ω ; X(ω) ∈ B} ∈ F (1.1)

を満たすとき ，確率変数 という．X が R
d に値を取り，任意の d 次元ボレ

ル集合 B ∈ B(Rd) に対して (1.1) を満たすとき ，d 次元確率変数という．

練習問題 1.3 確率変数の 線形結合，積，商は（ただし分母は 0 にならない

として），また確率変数になる事を示せ ．さらに Xn, n = 1, . . . が確率変数

の 時，supn≥1 Xn および infn≥1 Xn も確率変数となるこ とを示せ ．（ただし

±∞ の 値も許す確率変数として）

練習問題 1.4 f(x) がボレル可測関数の とき ，確率変数 X に対して

Y (ω) = f(X(ω))

と定義すると Y は確率変数である事を示せ ．

定義 1.4 確率空間 (Ω,F , P ) 上に定義された確率変数 X が有る時，次の よ

うにして実数空間 R 上の 確率 µX が定義でき る．

µX(A) := P ({ω ∈ Ω ; X(ω) ∈ A})

A は任意の ボレル集合でよい．µX を X の 分布と呼ぶ．また，A として特

に A = (−∞, x] ととると

FX(x) = µX((−∞, x])

は，実数 x の 関数となるが，こ れを X の 分布関数という．分布関数と分布

は１対１に対応している事が知られている．
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練習問題 1.5 µX が R の ボレル集合族上の 確率になっている事を確かめよ．

練習問題 1.6 分布関数 FX は以下の 性質を持つ事を確かめよ．

(i) FX は単調非減少関数である．

(ii) FX は右連続である．つまり任意の x ∈ R 対し，

lim
h↘0

FX(x + h) = FX (x).

(iii) lim
x→−∞

FX (x) = 0, lim
x→∞

FX(x) = 1.

定義 1.5 (期待値)確率変数 X の 期待値 EX は次の ３段階で定義する．

(i) X が有限個の 値 {a1, . . . , am} しかとらない場合：

EX =

m
∑

j=1

ajP (X = aj)

(ii) X が非負の 値の みをとる場合：

EX = lim
n→∞

n2

∑

j=0

j

n
P

(

j

n
≤ X <

j + 1

n

)

こ の とき ，EX < ∞ ならば X は可積分という．

(iii) 一般の 場合：

X+ = max{X, 0}, X− = max{−X, 0} とおくと X+, X− ≥ 0 で

X = X+ − X− である．こ れに対して X+, X− がともに可積分なら

ば X は可積分であるといい、

EX = EX+ − EX−

によって定義する．

期待値 EX は積分と同じ性質を持つ．しばしば

EX =

∫

Ω

X(ω)P (dω)


