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σ-加法族 FT に関する補足

補題 1.3 T, S が {Fn}-停止時刻の とき 、

FT∧S = FT ∩ FS

証明 A ∈ FT∧S とすると、任意の n ≥ 0 に対して

A ∩ {T ≤ n} =
(

A ∩ {T ≤ n} ∩ {S ≤ n}
)

∪
(

A ∩ {T ≤ n} ∩ {S > n}
)

であり、

A ∩ {T ≤ n} ∩ {S ≤ n} = A ∩ {T ∧ S ≤ n} ∩ {T ≤ n}{S ≤ n}

とかくと、A ∈ FT∧S と T, S が {Fn}-停止時刻であることより、A∩{T ∧S ≤

n}, {T ≤ n}, {S ≤ n} はすべて Fn の 元であり、

A ∩ {T ≤ n} ∩ {S ≤ n} ∈ Fn

また、

A ∩ {T ≤ n} ∩ {S > n} = A ∩ {T ∧ S ≤ n} ∩ {T ≤ n}{S > n}

とかけ、{S > n} = {S ≤ n}c ∈ Fn なの で、

A ∩ {T ≤ n} ∩ {S > n} ∈ Fn

となり、A∩ {T ≤ n} ∈ Fn がわかり、A ∈ FT となる。A ∈ FS も同様に示

せ る。したがって、

FT∧S ⊂ FT ∩ FS

一方、A ∈ FT ∩ FS とするとき 、

A ∩ {T ∧ S ≤ n} = A ∩ {T ≤ n} ∩ {S ≤ n}

なの で、右辺は Fn に属する。よって A ∈ FT∧S つまり、

FT ∩ FS ⊂ FT∧S

となり、等式が証明でき た。 �

系 1.4 T, S が {Fn}-停止時刻で、T ≥ S a.e. ならば、FT ⊃ FS
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1.3 条件つき期待値

たとえば、競馬でよく「今日は雨だから重馬場になる。こ の 馬に有利だ」

とか、パチンコで「あそこ の パチンコ屋は右から３列目の 奥から３番目の 台

がよく出る。」とかいう。つまり、賭事にはその とき の 条件によって、結果の

出る確率がかわるこ とを体験的にギャンブラー達は知っている。こ の とき の

情報を基にしてギャンブルを行えば、得られる賞金の 期待値も増えるこ とを

知っている。直観的にはこ れが条件つき期待値の 考え方である。

まず、P (A) > 0 となる事象が起き るという条件付き の 確率について考え

る。こ れは

P (B | A) =
P (A ∩ B)

P (A)

によって定義される。たとえば、X が有限個の 値をとる確率変数の とき 、A

が起き るという条件付き で期待値を考えると、

E[X | A] =
∑

x

xP (X = x | A)

とすれば、A が起き るという条件付き で期待値が求められる。A が変わると

こ の 値も変化する。

時刻 n までの 情報が与えられているとき 、その すべてを使って次に起こ る

こ とを予測したい。そうすると分かっているの は σ-加法族 Fn についての す

べての 情報である。こ れをうまく使う方法を考える。

• 定義したいの は E[X | Fn].

• こ れは、時刻 n までの 情報が変われば違う値をとるはず。—ランダム!

• Fn 以外の 情報は使わない — Fn-可測!

• A ∈ Fn の とき 、
∫

A

E[X | Fn](ω)P (dω) =

∫

A

X(ω)P (dω) (1.3)

こ れは E[{E[X | Fn]}; A] = E[X ; A] とも書ける。

最後の 条件は直観的ではないが、Radon-Nikodym の 定理により、Fn-可測な

確率変数 Y で
∫

A

Y (ω)P (dω) =

∫

A

X(ω)P (dω)
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が任意の A ∈ Fn に対して成り立つもの が「唯一つ」あるこ とが知られてい

る。(P (X 6= Y ) = 0 の とき X と Y は同じもの とみなすという意味で唯一

つである）こ れを E[X | Fn] と書く。(1.3) を Fn での 条件付き の X の 条件

付き 期待値 E[X | Fn] の 定義式と考える。

条件付き 期待値は任意の F の 部分 σ-加法族 G に対しても同じように定義

でき る。

定義 1.9 (Ω,F , P ) を確率空間とし、 G を F の 部分 σ-加法族とする。X

を可積分な確率変数とするとき 、X の G による条件付き期待値 E[X | G]

とは、

(1) E[X | G] は G-可測、

(2) 任意の A ∈ G に対して (1.3)式が成り立つ

の ２条件を満たすもの の こ とである。

条件付き期待値の性質

定理 1.5 (tower property) G,H を F の 部分 σ-加法族で H ⊂ G とし、X

を可積分な確率変数とするとき 、

E[{E[X | G]} | H] = E[X | H] a.e.

証明 問題の 式の 両辺は定義から H-可測なの で、任意の A ∈ H に対して
∫

A

E[X | G](ω)P (dω) =

∫

A

X(ω)P (dω)

という式を示せばよい。しかし、A ∈ H の とき A ∈ G だから、E[X | G] の

定義からこ の 式は成り立っている。 �

定理 1.6 G は F の 部分 σ-加法族で、X, Y を可積分な確率変数とするとき 、

(1) a, b ∈ R の とき 、

E[aX + bY | G](ω) = aE[X | G](ω) + bE[Y | G](ω) a.e.

(2) X(ω) ≥ Y (ω) a.e. ならば E[x | G](ω) ≥ E[Y | G](ω) a.e.
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証明 (1) 両辺 G-可測なの で、証明するべき 式は A ∈ G の とき 、
∫

A

(aE[X | G](ω) + bE[Y | G](ω))P (dω) =

∫

A

{aX(ω) + bY (ω)}P (dω)

で、

左辺 = a

∫

A

E[X | G](ω)P (dω) + b

∫

A

E[Y | G])(ω)P (dω)

= a

∫

A

X(ω)P (dω) + b

∫

A

Y (ω)P (dω)

(∵ 条件付き 平均の 定義の 式 (1.3)から )

=

∫

A

{aX(ω) + bY (ω)}P (dω).

(2) こ れは (1) の 線形性が示せ ているの で、
∫

A

{E[X | G](ω) − E[Y | G](ω)}P (dω) ≥ 0

が任意の A ∈ G に対して成り立つこ とを言えばいい。

( ∵ もし、こ れがいえていれば、任意の ε > 0 に対して

A = {ω : E[X | G](ω) − E[Y | G](ω) ≤ −ε}

としてみると、上の 式の 左辺は

−εP (A) ≤ 0

より大き くないから、こ れが 0以上であるの は P (A) = 0つまり、

E[X | G](ω) − E[Y | G](ω) > −ε a.e.

の とき の み。ε > 0 は任意なの で、こ れから

E[X | G](ω) − E[Y | G](ω) ≥ 0 a.e.

となる。)

条件付き 期待値の 性質から

左辺 =

∫

A

X(ω)P (dω) −

∫

A

Y (ω)P (dω)

=

∫

A

{X(ω)− Y (ω)}P (dω) ≥ 0.


