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練習問題 1.8 ξn, Sn,Fn を上の 例 1.5 と同じようにとり、α > 0 の とき 、

Vn = eαnSn

とおくと、Vn が Fn-劣マルチンゲールになるこ とを示し、こ の とき の Doob

分解の Mn, An を求めよ。

1.5 任意抽出定理

こ の 節で紹介する Doob の 任意抽出定理は、

「公平な賭けには必勝法は存在しない」

こ とを数学的に表したもの として有名な定理である。実際にはいつでも有効

な勝ち逃げの 方法はないこ とを表した定理である。

フィルトレーション {Fn} は各 Fn が P -null sets をすべて含むもの とし

ておく。

補題 1.14 T を確率 1 で有限な {Fn}-停止時刻とし、{Xn} を {Fn}-適合

な確率過程とする。こ の とき 、XT (ω) = XT (ω)(ω) で定まる確率変数は FT -

可測である。

証明 XT (ω) は確率 1 の ω に対して well-defined. 残りでは 0 と定義して

おけば全体で定義でき ている。任意の 実数 a に対して {XT ≤ a} ∈ FT を示

せ ば良い。

{XT ≤ a} ∩ {T ≤ n} =

n
⋃

j=0

{XT ≤ a} ∩ {T = j}

なの で、任意の 0 ≤ j ≤ n に対して

{XT ≤ a} ∩ {T = j} ∈ Fj

を示せ ば十分。とこ ろが、

{XT ≤ a} ∩ {T = j} = {Xj ≤ a} ∩ {T = j} ∈ Fj

となり、証明でき た。 �

定理 1.15 T, S を {Fn}-停止時刻とし、T ≤ N a.e. となる自然数 N が存

在するとする。こ の とき 以下が成立する。
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(i) Mn が {Fn}-マルチンゲールの とき 、

E[MT | FS ] = MT∧S a.e.

(ii) Xn が {Fn}-劣マルチンゲールの とき 、

E[XT | FS ] ≥ XT∧S a.e.

証明Mn が {Fn}-マルチンゲールならばMn,−Mn ともに {Fn}-劣マルチン

ゲールとなるの で、(ii) が示されていればよい。まず、

E[|XT |] =

N
∑

j=0

E[|Xj | : T = j] ≤

N
∑

j=0

E[|Xj |] < ∞

なの で、|XT | は可積分。補題 1.3 と補題 1.14 から XT∧S は FS-可測である

の で、求める不等式を示すには、任意の A ∈ FS に対して
∫

A

XT (ω)P (dω) ≥

∫

A

XT∧S(ω)P (dω) (1.8)

を言っておけば良い。（左辺は E[XT | FS ] の A 上での 積分に等しい。）

A ∈ FS とする。こ の とき

∫

A

XT (ω)P (dω) =

∞
∑

k=0

∫

A∩{S=k}

XT (ω)P (dω)

と分解しておく。k ≥ N の とき 、T = T ∧ S なの で、
∫

A∩{S=k}

XT (ω)P (dω) =

∫

A∩{S=k}

XT∧S(ω)P (dω)

となる。

k < N の とき を考える。
∫

A∩{S=k}

XT (ω)P (dω) =

∫

A∩{S=k}∩{T≤k}

XT∧S(ω)P (dω)

+

∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT (ω)P (dω) (1.9)

とすると、第２項について
∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT∧(N−1)(ω)P (dω)
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以上であるこ とを示す。
∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT∧(N−1)(ω)P (dω) =

∫

A∩{S=k}∩{T>N−1}

XT (ω)P (dω)

+

∫

A∩{S=k}∩{k<T≤N−1}

XT (ω)P (dω)

T ≤ N a.e. なの で、{T > N − 1} = {T ≤ N − 1}
c
∈ FN−1 上では T = N

であり、XT = XN となり、A ∩ {S = k} ∈ Fk ⊂ FN−1 とあわせ ると、劣

マルチンゲール性より
∫

A∩{S=k}∩{T>N−1}

XT (ω)P (dω) =

∫

A∩{S=k}∩{T>N−1}

XN (ω)P (dω)

≥

∫

A∩{S=k}∩{T>N−1}

XN−1P (dω)

したがって、
∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT∧(N−1)(ω)P (dω) ≥

∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT∧(N−1)(ω)P (dω)

k = N − 1 の とき は右辺は
∫

A∩{S=N−1}∩{T>N−1}

XT∧S(ω)P (dω)

と書けている。k < N −1 の とき は、{T > k} = {T > N −2}∪{T ≤ N −2}

と分けて XT∧(N−1) の 積分を考えるこ とにより、まえと同じようにして
∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT∧N−1(ω)P (dω) ≥

∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT∧(N−2)(ω)P (dω)

と出来る。以下、繰り返して
∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT (ω)P (dω) ≥

∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT∧k(ω)P (dω)

=

∫

A∩{S=k}∩{T>k}

XT∧S(ω)P (dω) (1.10)

を得る。(1.9),(1.10) により、
∫

A∩{S=k}

XT (ω)P (dω) ≥

∫

A∩{S=k}

XT∧S(ω)P (dω)

が言えた。こ の 式を k について和をとれば、(1.8)を得る。 �
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注意 1.16 こ の 定理で重要な仮定は T ≤ N すなわち Fn-停止時刻 T は有

界であるこ とである。証明を見てもその こ とが分かる。

系 1.17 S, T が {Fn}-停止時刻で、ある定数 N に対して S ≤ T ≤ N a.e.

が成り立つならば、以下が成立する。

(i) Mn が {Fn}-マルチンゲールの とき 、

E[MT | FS] = MS a.e.

(ii) Xn が {Fn}-劣マルチンゲールの とき 、

E[XT | FS] ≥ XS a.e.

系 1.18 (停止過程) Mn が {Fn}-（劣）マルチンゲールの とき 、T が {Fn}-

停止時刻ならば、MT∧n は {FT∧n}-（劣）マルチンゲールであり、また {Fn}-

（劣）マルチンゲールでもある。

証明 T ∧ n は有界な {Fn}-停止時刻で T ∧ n ≥ T ∧ (n − 1) であるこ とか

ら、系 1.17より、Mn が {Fn}-劣マルチンゲールならば

E[MT∧n | FT∧(n−1)] ≥ MT∧(n−1)

が成り立ち、マルチンゲールの とき は等式になる。一方、n−1 は {Fn}-停止

時刻でもあるの で、定理 1.15によりMn が {Fn}-劣マルチンゲールならば

E[MT∧n | Fn−1] ≥ MT∧n∧(n−1) = MT∧(n−1)

が成り立ち、マルチンゲールの とき は等式になる。 �

定理 1.15により、Mn が {Fn}-マルチンゲールの とき 、T を有界な {Fn}-

停止時刻とすると tower property とマルチンゲール性により、

E[MT ] = E
[

E[MT | F0]
]

= E[M0]

が成り立つ。平均的にはど の ような有界な {Fn}-停止時刻を用いても平均的

には損も特もしない。


