
1.12. 簡単な場合の 重複対数の 法則 53

1.12 簡単な場合の重複対数の法則

補題 1.33 X が標準正規分布に従う確率変数の 時、任意の x > 0 に対して

(1) P (X > x) ≤ x−1 1√
2π

exp(−1

2
x2)

(2) P (X > x) ≥ (x + x−1)−1 1√
2π

exp(−1

2
x2)

証明

P (X > x) =

∫ ∞

x

1√
2π

e−t2/2 dt =

∫ ∞

x

t−1

(

t
1√
2π

e−t2/2

)

dt

=

[

−t−1 1√
2π

e−t2/2

]∞

x

−
∫ ∞

x

t−2 1√
2π

e−t2/2 dt

= x−1 1√
2π

e−x2/2 −
∫ ∞

x

t−2 1√
2π

e−t2/2 dt

まず、右辺第２項は負なの で、こ れを取り除くと大き くなり、

P (X > x) ≤ x−1 1√
2π

e−x2/2

がでて、(1) が言える。また、

−
∫ ∞

x

t−2 1√
2π

e−t2/2 dt ≥ −
∫ ∞

x

x−2 1√
2π

e−t2/2 dt

なの で、こ れを移項すると、

(1 + x−2)P (X > x) ≥ x−1 1√
2π

e−x2/2

となる。両辺を (1 + x−2) でわると、求める (2)式を得る。 �

定理 1.34 {X(n)} を独立同分布な確率変数列で、その 分布は標準正規分布
であるもの とする。

Sn = X(1) + X(2) + . . . + X(n)

とすると、確率 1 で

lim sup
n→∞

Sn√
2n log log n

= 1

が成立する。
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証明 1◦) Fn = σ{X(k); 1 ≤ k ≤ n} とおくと、Sn は Fn-マルチンゲール

になり、独立性と標準正規分布の 性質より

E[eθSn ] = eθ2n/2 < ∞

となる。特に、条件つき Jensen の 不等式から eθSn は 非負の Fn-劣マルチ

ンゲールである。したがって、マルチンゲールの 不等式から

P ( sup
1≤k≤n

Sk ≥ λ) ≤ e−λθeθ2n/2

を得る。θ = λ
n ととると、

P ( sup
1≤k≤n

Sk ≥ λ) ≤ e−λ2/2n (1.17)

2◦) 任意の ε > 0 に対して (1.17)より、

P

(

sup
1≤k≤(1+ε)n

Sk ≥ (1 + ε)
√

2(1 + ε)n−1 log log(1 + ε)n−1

)

≤ exp{−(1 + ε) log log(1 + ε)n−1}
= (n − 1)−(1+ε)(log(1 + ε))−(1+ε)

こ れを n について和をとると有限だから

∞
∑

n=2

P ( sup
1≤k≤(1+ε)n

Sk ≥ (1 + ε)
√

2(1 + ε)n−1 log log(1 + ε)n−1) < ∞

Borel-Cantelli の 補題により、こ の とき 、確率 1 で 十分大き な n では (1 +

ε)n−1 ≤ k ≤ (1 + ε)n の とき

Sk ≤ sup
1≤k≤(1+ε)n

Sk < (1 + ε)
√

2(1 + ε)n−1 log log(1 + ε)n−1

が成り立っている。 x log log x は x ≥ e で単調増加なの で、

上式右辺 ≤ (1 + ε)
√

2k log log k

となり、
Sk√

2k log log k
≤ 1 + ε
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が十分大き な k では常に成り立っている。こ れより、

lim sup
k→∞

Sk√
2k log log k

≤ 1 + ε

ε → 0 として、

lim sup
k→∞

Sk√
2k log log k

≤ 1

が言えた。Sn は分布が正負の 部分で対称なの で、

lim inf
n→∞

Sn√
2n log log n

≥ −1

が分かる。

3◦) 記号が複雑になるの で、Sn を S(n) と書き 直す。L ∈ N とし、ε > 0 は

小さいもの とする。

An := {S(Ln+1) − S(Ln) > (1 − ε)ϕ(Ln+1 − Ln)}

とおく。ただし、

ϕ(x) =
√

2x log log x

である。独立同分布なGauss確率変数の 和なの で Gauss分布をもち S(Ln+1)−
S(Ln) は N(0, Ln+1 − Ln) に従う。ゆえに、

P (An) =
1

√

2π(Ln+1 − Ln)

∫ ∞

(1−ε)ϕ(Ln+1−Ln)

e
− x

2

2(Ln+1
−Ln) dx

=
1√
2π

∫ ∞

(1−ε)
√

log log(Ln+1−Ln)

e−
x
2

2 dx

≥ (y + y−1)
1√
2π

e−y2/2
∵ 補題 1.33

ただし、

y = (1 − ε)
√

2 log log(Ln+1 − Ln)

こ こ で、

e−y2/2 = e−(1−ε)2 log log(Ln+1
−Ln)

≥ e−(1−ε)2 log((n+1) log L)

= ((n + 1) logL)−(1−ε)2
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だから、

e−y2/2(y + y−1)−1 ≥ (n log L)−(1−ε)2 × 1
√

4πLn+1 log log Ln+1

で、こ れを n について加えると発散する。したがって、An 達は独立だから、

Borel-Cantelli の 第２補題から確率 1 で An は無限回起こ る。つまり、確率

1 で無限の n に対して

S(Ln+1) > (1 − ε)ϕ(Ln+1 − Ln) + S(Ln)

が成り立つ。

とこ ろが、 2◦) より、確率 1 で十分大き な n では

S(Ln) ≤ 2
√

2Ln log log Ln = 2ϕ(Ln)

が成り立っているの で、

S(Ln+1) ≥ (1 − ε)ϕ(Ln+1 − Ln) − 2ϕ(Ln)

両辺を ϕ(Ln+1) でわると、

S(Ln+1)

ϕ(Ln+1)
≥ (1 − ε)

√

(1 − L−1)(1 + o(1)) − 2L−1/2

したがって、

lim sup
k→∞

S(k)

ϕ(k)
≥ (1 − ε)

√

(1 − L−1) − 2L−1/2

が確率 1 で任意の L ≥ 2 で成り立つ。 L → ∞, ε → 0 として

lim sup
k→∞

S(k)

ϕ(k)
≥ 1 a.e.

が成り立つ。

�


