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2 1 変数の微分法 （ その１）

定義 2.1 x = a の 近くで定義されている関数 f(x) が x = a で微分可能と

は、ある実数 A があって、

lim
h→0

f(a + h)− f(a)

h
= A

となる時に言う。こ の 極限値 A を f ′(a) と書き 、f の a における微分係数

と呼ぶ。f がその 定義域 D の 各点で微分可能なとき 、f は D で微分可能と

いう。こ の とき 、

f ′ : D 3 a 7→ f ′(a)

で D 上新しい関数が定義でき るが、こ れを f ′(x) とかき 、f の 導関数と呼ぶ。

双曲線関数の微分

sinh x =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2
, tanh x =

sinh x

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x

を双曲線関数という。こ れらの 関数は三角関数と似た関係式を持っている。

(sinh x)′ = coshx, (coshx)′ = sinh x, cosh2 x− sinh2 x = 1,

など。

合成関数の微分

定理 2.1 f, g が微分可能の 時、h(x) = g(f(x)) も微分可能で、

h′(x) = g′(f(x))f ′(x)

証明 f(x + δ) = f(x) + ε とかくと、δ → 0 の とき ε→ 0 であり、

h(x + δ)− h(x)

δ
=

h(x + δ)− h(x)

f(x + δ)− f(x)

f(x + δ)− f(x)

δ

=
g(f(x) + ε)− g(f(x))

ε

f(x + δ)− f(x)

δ

なの で、右辺は δ → 0 の とき

g′(f(x))f ′(x)

に収束する。 �

2.1 逆関数とその微分

関数 f(x) が区間 [a, b] で単調増加または単調減少とする。つまり、こ の

とき 、 x ∈ [a, b] と f(x) は 1 対 1 に対応している。したがって、f の 値域

R = f([a, b]) の 点 y ∈ R を一つ与えると、唯一つ f(x) = y となる x が決ま

る。こ の 対応を f−1 とかき 、f の 逆関数 と呼ぶ。

f(f−1(y)) = y, f−1(f(x)) = x

である。

逆関数の 微分を考えよう。f(x) が区間 [a, b] で単調増加または単調減少と

する。逆関数を f−1 とかく。 f−1(x) は [f(a), f(b)] 上で単調増加になって

いる。f(x) が微分可能な時、h に対して f(x + δ) = f(x) + h になるように

δ がとれる。こ の とき 、

x + δ = f−1(f(x + δ)) = f−1(f(x) + h)

h→ 0 の とき 、δ → 0 なの で、y = f(x) とかくと f−1(y) = x で、

lim
h→0

f−1(y + h)− f−1(y)

h
= lim

δ→0

δ

f(x + δ)− f(x)
=

1

f ′(x)

なの で、
df−1

dx
(f(x)) =

1
df
dx

(x)
,

df−1

dx
(y) =

1
df
dx

(f−1(y))

という式を得る。

2.2 媒介変数表示され た関数の微分

x = x(t), y = y(t) という形で与えられた x と y は関数関係にある。いま、

x, y が t について微分可能なとき 、x(t0) = x0, y(t0) = y0 という点に置いて

x′(t0) = dx
dt

(t0) 6= 0 ならば、y は x = x0 で x について微分可能で、

dy

dx
(x0) =

dy
dt

(t0)
dx
dt

(t0)

が成り立つ。

証明 x′(t0) 6= 0 なの で、x(t) は t = t0 の 近くで単調増加か単調減少。だから

逆関数 t = ϕ(x) がとれて x(ϕ(x)) = x, ϕ(x(t)) = t が成り立っている。

dϕ

dx
=

1
dx
dt

∣

∣

∣

∣

t=ϕ(x)

こ の とき 、y = y(t) = y(ϕ(x)) だから、

dy

dx
(x0) =

d

dx
y(ϕ(x))

∣

∣

∣

∣

x=x0

=
dy

dt
(ϕ(x))

dϕ

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

x=x0

x = x0 ←→ t = t0 だから、右辺は

dy

dt

1
dx
dt

∣

∣

∣

∣

t=t0

に等しい。 �
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2.3 逆三角関数とその微分

f(x) = sin x は [−π/2, π/2] において単調に増加するの で、逆関数をもつ。

こ れを

sin−1 x

と書く。こ の 関数の 定義域は [−1, 1]で、値域は [−π/2, π/2] になる。逆関数

の 微分の 公式から y = sin x, sin−1 y = x とかいて

d sin−1 y

dy
=

1
d sin x

dx

=
1

cosx

右辺は y = sin x を使って表すと、 1√
1−y2

なの で、

d sin−1 y

dy
=

1
√

1− y2

こ こ で、y を x と書き 直しておくと

(sin−1 x)′ =
1√

1− x2

となる。

f(x) = cosx は [0, π] で単調減少。逆関数 cos−1 x をもつ。こ の 関数の 定

義域は [−1, 1]で、値域は [0, π] になる。上と同じように考えると

d cos−1 x

dx
= − 1√

1− x2

がわかる。

f(x) = tan x は (−π/2, π/2) で単調増加で、逆関数 tan−1 xを持つ。こ の

関数の 定義域は (−∞,∞)で、値域は (−π/2, π/2) になる。

x = tan(tan−1 x))

を x で微分すると、

1 =
1

cos2(tan−1 x)

d tan−1 x

dx

y = tan−1 x ならば x = tan y なの で、

cos2(tan−1 x) = cos2 y =
1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2

となる。
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練習 2.1 サイクロイド x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π につ

いて、x = aπ の とき の dy/dx を求めよ。（x は t について単調増加だから

x = aπ は t = π の とき の みおこ る。）

練習 2.2 次の 関数を微分せ よ。（導関数を求めよ）

(1) log(cosh x) (2) sin−1(3x + 1) (3) cos−1(x2 + x)

(4)etan x (5) tan(cos−1 x) (6)x3 tan−1(ex)
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