
練習 5.1の解答

練習 5.1習ってすぐにテイラー展開をしろという の は難しかったようですね。

(1) sin x を x = 0 でテイラー展開（マクローリン展開）せ よ。剰余項が

0 に近づくこ とを証明せ よ。

(2) sinh x を x = 0 でテイラー展開（マクローリン展開）せ よ。剰余項

が 0 に近づくこ とを証明せ よ。

(3) (1 + x2)1/3 を x = 0 でテイラー展開（マクローリン展開）せよ。(こ

れは形式的な計算だけでいい）

(1) 講義中に例で cosx の マクローリン展開をやったの で、これと同じように

やれば良いの ですが。とにかく、形式的な計算を先にしましょう。f(x) = sin x

に対して f (n)(0) を求めてみましょう。

f(x) = sinx, f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sin x

なの で、f ′′(x) = −f(x) が成り立つ。こ の 両辺を 2(k − 1) 回微分すると、

f (2k)(x) = −
(

f ′′(x)
)2(k−1)

= −f(x)2(k−1)

こ れで漸化式を解くと

f (2k)(x) = (−1)kf(x) = (−1)k sin x

f ′′(x) = −f(x) を 2k − 1回微分すると

f (2k+1)(x) = (−1)kf ′(x) = (−1)k cosx

となるの で、x = 0 を代入して

f (n)(0) =

{

0 n = 2k の とき ,

(−1)k n = 2k + 1 の とき

こ れから形式的には f(x) = sinx の x = 0 での テイラー展開（マクローリン

展開）は

sin x = x −
x3

3!
+ . . . + (−1)

x2k+1

(2k + 1)!
+ . . .

となるはずだと目星がつき ます。剰余項を調べてみましょう。2k 次までの テ

イラー展開は

sinx = x −
x3

3!
+ . . . + (−1)

x2k−1

(2k − 1)!
+ (−1)k x2k

(2k)!
sin c

なの で、剰余項は

R2k = (−1)k x2k

(2k)!
sin c (c = θx, 0 < θ = θ(2k, a, x) < 1)

1

2k + 1 次までの テイラー展開は

sin x = x −
x3

3!
+ . . . + (−1)

x2k−1

(2k − 1)!
+ (−1)k x2k+1

(2k + 1)!
cos c

なの で、剰余項は

R2k = (−1)k x2k

(2k)!
sin c (c = θx, 0 < θ = θ(2k + 1, a, x) < 1)

どちらにしても | sin y|, | cos y| ≤ 1 だから

Rn ≤
xn

n!
→ 0 (n → ∞)

がわかり、上の 形式的な展開は正しい事がいえます。

講評 こ れが一番良くでき ていました。例で cosx の マクローリン展開をやっ

ていたの で分かりやすかったの だろうと思います。一番多い間違いは、せ っ

かく f (2n)(0) = 0, f (2n+1)(0) = (−1)n まで出しておき ながら、最後にテイ

ラー展開の 公式に代入する時に

sin x = 1 −
x2

2
+

x4

4′!
+ . . . + (−1)n x2n

(2n)!
+ . . .

と、cosxと同じ式を書いてしまった間違いでした。次に多かったの が第 2k+1

項で止めてしまって

sinx = x −
x3

3!
+ . . . + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!

としている間違いでした。後者の 間違いは後ろに + . . . と書けば正解なの に

惜しいですね。剰余項も | cosx|, | sin x| ≤ 1 に気づいた人はちゃんとでき て

いました。

(2) 上と同じ様にして

f(x) = sinh x =
ex − e−x

2
, f ′(x) =

ex + e−x

2
= coshx, f ′′(x) =

ex − e−x

2
= sinh x

こ れから f ′′(x) = f(x) となり、f (2k)(x) = f(x) = sinh x と f (2k+1)(x) =

f ′(x) = coshx がわかります。したがって fn)(0) は

f (n)(0) =

{

0 n = 2k の とき ,

1 n = 2k + 1 の とき

がわかるの で、形式的な展開は

sinh x =

∞
∑

k=1

x2k+1

(2k + 1)!
= x +

x3

3!
+ . . . +

x2k+1

(2k + 1)!
+ . . .
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となります。剰余項が 0 に近づく事を確かめましょう。n 次までの テイラー

展開により、n = 2k の とき

sinh x = x +
x3

3!
+ . . . +

x2k−1

(2k − 1)!
+

x2k

(2k)!
sinh c

n = 2k + 1 の とき

sinh x = x = x +
x3

3!
+ . . . +

x2k−1

(2k − 1)!
+

x2k+1

(2k + 1)!
cosh c

となります。c は n にも依存しますが、|c| ≤ |x| ではあるの で、| sinh c| ≤

cosh |x|, cosh c ≤ coshx である事に注意すると、剰余項は

|Rn| ≤
xn

n!
cosh |x|

をみたし、 n → ∞ の とき 右辺は 0 に近づき ます。（収束する）

したがって、上の 形式的な展開は正しいの です。

講評 (1) より正解は大分少なくなってますが。数人の 人がちゃんとでき て

いました。こ こ で惜しかったの は | sinh x| ≤ 1 とした人や、もっと惜しいの

は sinh c, cosh c は定数なの で、xn/(n!) が 0 に行くから 剰余項は 0 に行く

と書いた人です。ほとんどあっていますが、 c は n とともに変化はします。

c が 0 と x の 間にあるからこ れらは coshx で押えられ、coshx は n につい

て定数なの で剰余項は 0 に行く訳です。

(3) まず、形式的にテイラー展開を求めてみます。その まま微分すると面倒

なの で、教科書 p.48 の 例 11 (5) を使います。

(1 + x)1/3 = 1 +
1

3
x +

1
3 ( 1

3 − 1)

2
x2 + . . . +

1
3 ( 1

3 − 1) · · · ( 1
3 − n + 1)

n!
xn + . . .

こ こ で、 x の とこ ろに x2 を代入して

(1+x2)1/3 = 1+
1

3
x2 +

1
3 ( 1

3 − 1)

2
x4 + . . .+

1
3 ( 1

3 − 1) · · · ( 1
3 − n + 1)

n!
x2n + . . .

とすれば良い訳です。

参考までに、こ の 剰余項の 評価をしておき ます。こ の ためにはこ れまでの

剰余項の 表現と違う表し方が必要となります。

h(t) =

n−1
∑

k=0

f (k)(t)
(x − t)k

k!
+

[

f(x) −

n−1
∑

k=0

f (k)(a)
(x − a)k

k!

]

x − t

x − a

とおくと、h(a) = h(x) = f(x) が成り立つの で、ロルの 定理から h′(c) = 0

となる c があります。こ れを書き 直すと、

f (n)(c)
(x − c)n−1

(n − 1)!
=

1

x − a

[

f(x) −

n−1
∑

k=0

f (k)(a)
(x − a)k

k!

]

3

となり、

f(x) =

n−1
∑

k=0

f (k)(a)
(x − a)k

k!
+ f (n)(c)

(x − c)n−1(x − a)

(n − 1)!

がわかります。（こ の 剰余項をコーシーの 剰余項という。）こ れを使います。

f(x) = (1 + x)1/3 に対するコーシーの 剰余項は

(1 + c)1/3−nx(x − c)n−1
1
3

(

1
3 − 1

) (

1
3 − 2

)

· · ·
(

1
3 − n + 1

)

(n − 1)!

まず、
∣

∣

∣

∣

1
3 ( 1

3 − 1) · · · ( 1
3 − n)

n!

∣

∣

∣

∣

≤ 1

で、c は 0 と x の 間なの で、 c = θx, 0 < θ < 1 とかくと、
∣

∣

∣

∣

x − c

1 + c

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

|x|(1 − θ)

1 + θx

∣

∣

∣

∣

< 1

となり、|x| < 1 の とき 剰余項が 0 に近づく事が分かるの です。

講評 こ れはさっぱ りでした。教科書の 例を参考にしなさいといいましたが、

聞き 取れていた人はわずかでした。直接微分すると面倒ですね。

テイラー展開の 各項の 形が分かっている関数はそう多くないの で覚えてし

まう の も手ですよね。
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