
数理統計学まとめ（その12）：第 6 章 検定

3.2 二つの母分散がわかっていない (未知の)場合の平均の

差の検定

一般的な方法はないが，二つの有力な方法がある．

定理 3.1 X が自由度 ν のカイ 2 乗分布に従い，Y が X と独立で自由
度 µ のカイ 2 乗分布に従うとき，X + Y は 自由度 ν + µ のカイ 2 乗分
布に従う．

証明 積率母関数について知られている事実を使おう．自由度 a のカイ
2 乗分布に従う確率変数 X の積率母関数は

E(etX) =
1

(1− 2t)a/2

で与えられる．これは単なる変数変換でわかる．実際

E(etX) =
1

2a/2Γ(a
2
)

∫ ∞

0

etxxa/2−1e−x/2ndx

=
1

2a/2Γ(a
2
)

∫ ∞

0

e−(1−2t)x/2xa/2−1dx

y = (1− 2t)x とおくと t < 1/2 のとき右辺は

1

(1− 2t)a/2
1

2a/2Γ(a
2
)

∫ ∞

0

e−y/2ya/2−1dy

だが，ここで t = 0 とすると，

1 =
1

2a/2Γ(a
2
)

∫ ∞

0

e−y/2ya/2−1dy

だから E(etX) = 1/(1− 2t)a/2 がわかる．
積率母関数がこの形の分布は自由度 a のカイ 2 乗分布しかない事が知
られている．今，上の X,Y について X +Y の積率母関数を見てみると，
X と Y が独立なので，

E(et(X+Y )) = E(etXetY ) = E(etX)E(etY ) =
1

(1− 2t)ν+µ

となる．したがって X+Y の分布は自由度 ν+µのカイ 2乗分布になる．
�
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3.2.1 二つの母分散が同じと見てよいとき

二つの母集団がもっと大きな集団の部分集団であるときなど，平均は
違っても分散はほぼ同じという場合は多くある．このときは二つの母集
団からの無作為標本 (X1, . . . , Xn) と (Y1, . . . , Ym) について

nS2
X +mS2

Y

=
{
(X1 − X̄)2 + · · ·+ (Xn − X̄)2

}
+
{
(Y1 − Ȳ )2 + · · ·+ (Ym − Ȳ )2

}
を考える。nS2

X/σ
2 は自由度 n− 1 のカイ 2 乗分布に従いmS2

Y /σ
2 は自

由度 m− 1 のカイ 2 乗分布に従う. これらが独立なことより定理 3.1 を
用いて

χ =
nS2

X +mS2
Y

σ2

は自由度 n+m− 2 のカイ 2 乗分布に従う. これは X̄, Ȳ と独立であり、
帰無仮説 µX = µY の下で

Z =
X̄ − Ȳ√
σ2

n
+ σ2

m

は標準正規分布に従うので T = Z/
√

χ/(n+m− 2) すなわち

T =
X̄ − Ȳ√

nS2
X +mS2

Y

n+m− 2

√
1

n
+

1

m

が自由度 n+m− 2 の T -分布に従う．これを使って検定ができる．

H0 : µX = µY

H1 : µX ̸= µY

とし，有意水準 α を決めると，棄却域は

R = {|t| > tn+m−2(α)}

となる．

例 3.1 (教科書 p.126 例題 6.5)

ある動物を 2 群に分け，2 種類のエサ A,B を与えて成長の差を調べた．
体重 (g) について下のデータを得た．A の方が良いと言えるか？
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平均 分散 サンプル数
A 168.1 8.8 10

B 164.3 10.1 8

二つの群れは分散が等しいとして平均の差の検定を行う．

H0 : µA = µB

H1 : µA ̸= µB

として，有意水準 5％とする．検定統計量は

T =
x̄A − x̄B√

10s2A + 8s2B
16

√
1

10
+

1

8

棄却域は
R = {|t| > t16(0.05) = 2.120}

となる．10s2A + 8s2B = 88 + 10.1× 8 = 168.8, x̄A = 168.1, x̄B = 164.3 を
代入して T の実現値 t は

t =
168.1− 164.3√

10.55× 9
40

= 2.466

となり，この値は棄却域に入る．従って帰無仮説 H0 : µA = µB は棄却さ
れ，A の方が有意に良いと言える．

3.2.2 サンプル数大の場合

二つの母集団 A, B からとったサンプルの数 nA, nB が大きいときは，
母分散が等しいと思えないときでもそれぞれの母分散 σ2

A, σ
2
B をそれぞれ

n
n−1

S2
A,

n
n−1

S2
B で近似することができる．このとき

Z =
X̄A − X̄B√
S2
A

nA − 1
+

S2
B

nB − 1

は帰無仮説 µX = µY の下で近似的に標準正規分布に従うことを利用す
る．(経験的に nA, nB > 30 でもよいとされている）
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例 3.2 （教科書 p.128, 例題 6.6）
二種類のタイヤ A,B について耐久力テストの結果は表のとおりであっ
た．耐久力の差は有意か？有意水準 1％で検定せよ．

平均 標準偏差 n

A 60.5 8.2 50

B 55.2 7.7 70

解

H0 :µA = µB

H1 :µA ̸= µB

サンプル数大として正規分布で両側検定を行う．

Z =
x̄A − x̄B√
S2
A

nA−1
+

S2
B

nB−1

が帰無仮説 H0 : µA − µB の下で標準正規分布に従うと近似的にしてよい
ので，棄却域

R = {|z| > z0.01 = 2.575}

として検定する1．さて，Z の実現値は x̄A = 60.5, x̄B = 55.2, sA =

8.2, sB = 7.7, nA = 50, nB = 70 を使って

z =
60.5− 55.2√

8.22

49
+ 7.72

69

= 3.548

この値は棄却域に入るので，帰無仮説 H0 : µA = µB は棄却され，この 2

種類のタイヤでは耐久性に有意の差があると言える．タイヤ A の方がタ
イヤ B よりも耐久性に優れているようだ．

1教科書では z0.01 = 2.576 となっている．これはもっと詳しい数値を利用したもの
と思われる．表からは 2.576 は読み取りにくい
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