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2.2 確率空間と実数値確率変数

前節の分布を持つ確率変数は任意の区間 [a, b] の中に値をとる確率が正で

ある．この意味で連続的な値をとり，従って確率空間の全事象 Ω も大きくな

る．（連続無限個の元を持つ）そこでどうしても可測性の議論が必要になる．

簡単に定義しておく．

定義 2.2 Ω を（空でない)集合とする．Ω の部分集合の集まり F が次の条
件を満たすとき σ-加法族という．

(i) Ω ∈ F .

(ii) A ∈ F ならば Ac ∈ F .

(iii) A1, A2, . . . ∈ F ならば ∪n≥1An ∈ F .

定義 2.3 集合 Ω とその σ-加法族 F が与えられたとき，F 上定義された実
数値関数 (実数値集合関数という）P が次の条件を満たすとき，確率測度と

言う．

(i) 任意の A ∈ F に対して 0 ≤ P (A) ≤ 1, P (Ω) = 1.

(ii) A1, A2, . . . ∈ F が互いに排反1ならば，

P (∪i≥1Ai) =
∑
i≥1

P (Ai).

組 (Ω,F , P ) を決めることを確率空間を与えると言う．

以下では Ω は十分大きいものとして確率空間が与えられたものとして話をす

る．確率の基本的な性質として，次は確率の連続性としてよく知られている．

定理 2.1 {Ai}∞i=1 は　 F の元の列とする．

(i) A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ならば

lim
i→∞

P (Ai) = P

( ∞∩
i=1

Ai

)

1つまり i ̸= j のとき Ai ∩Aj = ∅ （同時には起こらない）
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(ii) A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ならば

lim
i→∞

P (Ai) = P

( ∞∪
i=1

Ai

)

証明 これは確率 P の 2番目の性質による．{Ai} に対して集合列 A′
i を

A′
1 = A1 \A2

A′
2 = A2 \A3

· · ·

A′
i = Ai \Ai+1

· · ·

とおく．

A1 = A′
1 ∪A2 = A′

1 ∪A′
2 ∪A3 = . . . =

∪
i≥1

A′
i ∪

∞∩
i=1

Ai

である．i < j とするとき，

A′
i ∩A′

j = Ai ∩Ac
i+1 ∩A′

j ⊂ Ac
i+1 ∩Aj ⊂ Ac

i+1 ∩Ai+1 = ∅

となり，A′
i 達は互いに排反である．したがって

P (A1) =
∞∑
i=1

P (A′
i) + P (

∞∩
j=1

Aj)

左辺は有限 (1以下)なので，右辺の無限和は収束する．従って，任意の ε > 0

に対してN を十分大きくとると∑
i≥N

P (A′
i) < ε

となる．

P (

∞∩
j=1

Aj) < P (AN ) =

∞∑
i=N

P (A′
i) + P (

∞∩
j=1

Aj) < ε+ P (

∞∩
j=1

Aj)

となり，

lim
N→∞

P (AN ) = P (
∞∩
i=1

Ai)
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が言えた．

後半は Bi = Ac
i と置くとこれは単調に減少するので、

lim
N→∞

P (BN ) = P (

∞∩
i=1

Bi)

が前半から言えて，

P (BN ) = 1− P (AN ),
∞∩
j=1

Bj =

 ∞∪
j=1

Aj

c

だから分かる． �

補題 2.2 (Borel-Cantelli の第 1 補題)

A1, A2, . . . ∈ F が
∞∑
i=1

P (Ai) < ∞

を満たすならば，

P

( ∞∩
n=1

∞∪
i=n

Ai

)
= 0

最後の確率の中の集合は {Ai}i≥1 の上極限集合と呼ばれ lim supi→∞ Ai と

書かれる．ω ∈ lim supi→∞ Ai ならば ω は無限個の Ai に含まれている．

補題の証明

P (
∞∪

j=N

An) ≤
∞∑

j=N

P (An)

である（確率の劣加法性）．右辺は仮定から N → ∞ のとき 0 に行く．一

方，左辺の事象は単調に減少しているので定理 2.1 により左辺は

P (
∩

N→∞

∞∪
i=N

An)

に近づく． �
最後に実数値確率変数を確率空間 (Ω,F , P ) 上に定義しよう．

定義 2.4 Ω 上定義された実数値関数が確率変数であるとは，

{ω ∈ Ω;X(ω) ≤ x} ∈ F ∀x ∈ R (2.3)

となるときに言う．
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注意 2.3 ( Borel σ-加法族) R の部分集合の σ-加法族 B がすべての開集合
を含むような最小の σ-加法族のとき，Borel σ-加法族と呼ばれる．(2.3) の

条件は次の条件と同値であることが知られている．

{ω ∈ Ω;X(ω) ∈ B} ∈ F ∀B ∈ B

たくさんの確率変数を同じ確率空間の上で考えることができる．確率変数に

ついては次のような基本的な性質が知られている．

定理 2.4 (i) X,Y が確率変数で，a, b ∈ R ならば，XY , aX + bY も確

率変数．

(ii) X1, X2, . . .が確率変数で，すべての ω ∈ Ωに対して supn Xn(ω), infn Xn(ω)

が有限なとき，これらも確率変数．

(iii) Xn が確率変数で任意の ω ∈ Ω に対して

X∞(ω) = lim
n→∞

X(ω)

が有限で存在するならば，X∞ も確率変数．

練習問題 2.3 二つの集合 A,B が等しい事を示すには A ⊃ B かつ A ⊂ B

を言う．A ⊂ B を示すには， A の勝手な要素 ω ∈ A が ω ∈ B を満たすこ

とを言う．

A ⊂ Ω のとき，

Ac = {ω ∈ Ω;ω ̸∈ A}

と定義するとき，

(A ∩B)c = Ac ∪Bc

をこの方法で証明してみよ．

練習問題 2.4 Ω の部分集合の集合族 A が algebra であるとは，

(i) Ω ∈ A,

(ii) A ∈ A ならば Ac ∈ A.

(iii) A,B ∈ A ならば A ∪B ∈ A.
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となるときに言う．A が algebra のとき，次を示せ．

A,B ∈ A ならば A ∩B ∈ A

（練習 2.3 の結果は使ってよい．）

補足：確率の劣加法性

講義では自分で補足するようにと言ったが，ここで追加しておく．

補題 2.5 {An}∞n=1 ⊂ F のとき

P (
∞∪

n=1

An) ≤
∞∑

n=1

P (An)

証明 A′
1 = A1, A

′
n = An \ (A1 ∪ · · · ∪An−1) とおく．{A′

n}∞n=1 は作り方か

ら排反になる．また，
∞∪

n=1

A′
n =

∞∪
n=1

An (2.4)

である．なぜなら，各 n ≥ 1 について A′
n ⊂ An だから上式左辺が右辺の部

分集合になることは明らか．逆を示す．ω を任意に右辺からとる．このとき，

ω ∈ An となる n があるが，そのうち最小の n を n0 とかく．n0 = 1 ならば

ω ∈ A1 = A′
1 より ω は左辺の元となる．n0 > 1 のときを考える．このとき

n < n0 ならば n0 が最小だから ω ̸∈ An であり，これより

ω ∈ An0 \ (A1 ∪ · · · ∪An0−1) = A′
n0

がわかり，いずれにしろ

ω ∈
∞∪

n=1

A′
n

が言えるので，(2.4) が正しい．よって

P (
∞∪

n=1

An) = P (
∞∪

n=1

A′
n) =

∞∑
n=1

P (A′
n) ≤

∞∑
n=1

P (An).


